íïóëïœóëéê çïóõäáòóôœåîîùê õîéœåòóéôåô ÉÍÅÎÉ í.œ. ìïíïîïóïœá

íÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ

ëÁÆÅÄÒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ë.à. âÏÇÁÞÅŒ

ðÒÁËÔÉËÕÍ ÎÁ üœí.

íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ

íÏÓËŒÁ 1998 ÇÏÄ

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ðòåäéóìïœéå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 çÌÁŒÁ I. íåôïäù ðòéâìéöåîéñ æõîëãéê ïäîïê ðå- òåíåîîïê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 §1. ðïóôáîïœëá úáäáþé ìéîåêîïê éîôåòðïìñãéé . . . . 7 §2. ïâõóìïœìåîîïóôø âáúéóá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 §3. éîôåòðïìñãéïîîùê íîïçïþìåî ìáçòáîöá . . . . . . 11 §4. òáúäåìåîîùå òáúîïóôé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 §5. éîôåòðïìñãéïîîáñ æïòíõìá îøàôïîá . . . . . . . . . 17 §6. éîôåòðïìñãéñ "äœéöõýéíéóñ" íîïçïþìåîáíé . . 18 §7. ïãåîëé ðïçòåûîïóôé éîôåòðïìñãéïîîïê æïòíõ- ìù îøàôïîá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 §8. òáúäåìåîîùå òáúîïóôé ó ëòáôîùíé õúìáíé . . . . . . 22 §9. éîôåòðïìñãéñ ó ëòáôîùíé õúìáíé . . . . . . . . . . . . 23 §10. œùþéóìåîéå ðòïéúœïäîùè íîïçïþìåîá œ æïòíå îøàôïîá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 §11. íîïçïþìåîù þåâùûåœá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 §12. íéîéíéúáãéñ ðïçòåûîïóôé éîôåòðïìñãéé úá óþåô œùâïòá õúìïœ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 §13. òáúìïöåîéå ðï íîïçïþìåîáí þåâùûåœá . . . . . . . . 35 §13.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ . . . . . . . . . 36 §13.2. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . 39 §13.3. ïÃÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ . . . . . . . . 40 §13.4. óŒÑÚØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ É ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ 41 §14. ðòåéíõýåóôœá ëõóïþîï-íîïçïþìåîîïê áððòïëóé- íáãéé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 §15. ëõóïþîï-ìéîåêîáñ éîôåòðïìñãéñ . . . . . . . . . . . . . 44 §16. ëõóïþîï-ìéîåêîáñ áððòïëóéíáãéñ íåôïäïí îáé- íåîøûéè ëœáäòáôïœ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 §16.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ . . . . . . . . . 46 §16.2. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ 47

§16.3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . 50 §16.4. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒ- ÐÏÌÑÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 §17. áððòïëóéíáãéñ íîïçïþìåîáíé þåâùûåœá íåôïäïí îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 §17.1. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ . . . . . . . 56 §17.2. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ . . . . . . . . . 58 §17.3. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . 59 §17.4. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ . . . . . 62 §17.5. ïÃÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ . . . . . . . . 64 §18. ëõóïþîï-ìéîåêîáñ éîôåòðïìñãéñ îåçìáäëéè æõîëãéê îá óðåãéáìøîùè óåôëáè . . . . . . . . . . . . . . . . 64 §19. éîôåòðïìñãéñ ëõóïþîï-ëõâéþåóëéíé æõîëãéñíé 67 §19.1. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 §19.2. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i . . . 67 §19.3. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ üÒÍÉÔÁ 68 §19.4. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÓÓÅÌÑ 69 §19.5. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÔÏ- ÄÏÍ áËÉÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 §19.6. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . 71 §19.7. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ . . . . . . . . . . . . 72 §19.8. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ . . . . . . . 74 §19.8.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . 74 §19.8.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . 75 §19.8.3. \åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ" ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ . . . . . . . . . 76 §19.8.4. õÓÌÏŒÉÅ \ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÕÚÌÁ" Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ 76 §19.8.5. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÚÅÌ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ . . . 79 §19.8.6. üËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÑ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ . . . . . . . 80 §20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé . . . . 80 §20.1. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 §20.2. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i . . . 81 §20.3. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ . . . . . . . . . 82 §20.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ . . . . . . . 84

§20.4.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . 84 §20.4.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . 87 §20.4.3. \åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ" ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ . . . . . . . . . 87 §20.4.4. õÓÌÏŒÉÅ \ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÕÚÌÁ" Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ 88 §20.4.5. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÚÅÌ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ . . . 90 §20.4.6. üËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÑ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ . . . . . . . 90 çÌÁŒÁ II. íåôïäù ðòéâìéöåîéñ æõîëãéê íîïçéè ðåòåíåîîùè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 §1. éîôåòðïìñãéñ æõîëãéê íîïçéè ðåòåíåîîùè ôåîúïòîùíé ðòïéúœåäåîéñíé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 §1.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉ- ÑÍÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 §1.2. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ . . . . . . . . . . . 93 §1.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ . . . 94 §1.4. ðÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ . . . . . . . . . . . . . 95 §1.5. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 §1.5.1. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ . . . . . 96 §1.5.2. òÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 §1.5.3. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ . . . . . . . 97 §1.5.4. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ "ÄŒÉÖÕÝÉÍÉÓÑ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ . . 98 §1.5.5. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ . . . . . . . . . 99 §1.5.6. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ . . . . . . 99 §1.5.7. áÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛÅŒÁ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . 100 §1.6. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞ- ÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . 102 §1.6.1. ëÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ . . . . . . . . . . 102 §1.6.2. ëÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 §1.6.3. ëÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ . . . . . . . . . 105 §1.6.4. ëÕÓÏÞÎÏ-ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ . . . . . . . 108 §2. ðòéâìéöåîéå æõîëãéê íîïçéè ðåòåíåîîùè íåôïäïí ëïîåþîùè üìåíåîôïœ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

§2.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ . . . . . . . . . 111 §2.2. óÐÏÓÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ . . . . . . . . . 112 §2.3. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ . . . . . . . . . . . . 113 §2.3.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ . . . . 113 §2.3.2. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕ- ÇÏÌØÎÉËÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 §2.3.3. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ . . . . . . . 115 §2.3.4. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ . . . . 117 §2.3.5. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ . . . . . . 120 ðòïçòáííá ëõòóá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 ìéôåòáôõòá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

ðòåäéóìïœéå

îÁÓÔÏÑÝÅÅ ÐÏÓÏÂÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÈ Ë ÒÅÁÌÉÚÁ- ÃÉÉ ÎÁ üœí ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÐÏ "ðÒÁËÔÉËÕÍÕ ÎÁ üœí". äÌÑ ŒÓÅÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÔÅÏÒÅ- ÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÞÅÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ÉÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÉÀ ÎÁ üœí (ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÊ, ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Œ ÐÁÍÑÔÉ üœí É Ô.Ð.).

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÑ ÚÁÎÑ- ÔÉÊ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÖÅÌÁÎÉÅÍ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÔÏÞÎÏÓÔØ, ÄÁ- ÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÞÕŒÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÍ ŒÏ ŒÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. "óÁÍÏÇÏ ÌÕÞÛÅÇÏ" ÍÅÔÏÄÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ŒÙÂÏÒ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. üÔÏÔ ŒÙÂÏÒ ÂÕ- ÄÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ŒÉÄÁ É ÄÌÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ.

ðÏÄÂÏÒ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÄÌÑ ðÒÁËÔÉËÕÍÁ ÄÉËÔÏŒÁÌÓÑ, Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ ÐÒÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÅÓÕÒÓÁÈ ŒÒÅÍÅÎÉ ÎÁ üœí, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÌÏ Ë ÏÔËÁÚÕ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÕÓÌÏÖÎÅÎÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÏŒ. þÁÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÏŒ ŒÙÔÅÓÎÅÎÁ ÉÚ ÛÉÒÏËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÁËÔÉËÉ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ (É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÔÏÒÙÅ Œ ËÕÒÓÅ "ðÒÁËÔÉËÕÍ ÎÁ üœí" ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÜÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÚÁÄÁÞ É ŒËÌÀÞÅÎÙ Œ ÐÏÓÏÂÉÅ.

æÏÒÍÁ ÏÔÞÅÔÎÏÓÔÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÐÏ ðÒÁËÔÉËÕÍÕ ÐÒÉÚŒÁÎÁ ÓÔÉÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÒÁÚŒÉÔÉÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁŒÙËÏŒ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍ- ÐØÀÔÅÒÁ, ÔÁË É ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÏÚÏÒÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÅ- ÔÏÄÏŒ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÒÁÍËÁÈ ðÒÁËÔÉËÕÍÁ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÁ üœí, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ, ÔÁË É ÐÉÓØÍÅÎÎÏ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ ËÏÎÃÅ ÐÏÓÏÂÉÑ.

œ ÏÓÎÏŒÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ ÌÅÖÁÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÌÅËÃÉÊ, ÞÉÔÁŒÛÉÈÓÑ ÁŒÔÏ- ÒÏÍ Œ ÔÅÞÅÎÉÉ 4-È ÌÅÔ Œ ÒÁÍËÁÈ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ "ðÒÁËÔÉËÕÍ ÎÁ üœí". œ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ ÏÎÏ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ 5-ÔÉ ÌÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÉ ÚÁÎÑÔÉÊ ÓÏ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ Œ ÄÉÓÐÌÅÊÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÞÁÔËÉ ÐÒÏÓØÂÁ ÓÏÏÂÝÁÔØ ÁŒÔÏÒÕ ÎÁ ËÁÆÅÄÒÕ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

çÌÁŒÁ I.

íåôïäù ðòéâìéöåîéñ æõîëãéê ïäîïê ðåòåíåîîïê

x 1. ðïóôáîïœëá úáäáþé ìéîåêîïê

éîôåòðïìñãéé

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → Y , f ∈ F (X, Y ) { ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ g_1, . . . , g_n , g_i : X → Y , g_i ∈ F (X, Y ), É ÎÁÂÏÒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ λ_1, . . . , λ_m ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F (X, Y ). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÀ P f ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÉÄÁ

P f =^{n∑}_{j=1} α_jg_j (1)

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ λ_i(P f) = λ_i(f), i = 1, . . . , m. (2) úÁÄÁÞÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ P f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. X = [a, b], Y = R^1, F (X, Y ) = C([a, b]), g_i(x) = x^i, i = 1, . . . , n. ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ. X = [a, b], Y = R^1, F (X, Y ) = C([a, b]), λ_i(f) = f(x_i), ÇÄÅ x_1, . . . , x_m { ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÎÁ [a, b].

ðÒÉÍÅÒ 3. X = [a, b], Y = R^1, F (X, Y ) = L_1([a, b]), λ_i(f) =^{xi+1∫}_{xi} f(x) dx, ÇÄÅ

x_1, . . . , x_m { ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÎÁ [a, b].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. úÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (Ô.Å. ÎÁÂÏÒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ α_i ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ F (X, Y ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G(X, Y ) = ⟨g_j⟩_{j=1,...,n} = { n∑ j=1 α_jg_j : α = (α_j)_{j=1,...,n} ∈ R^n } ⊂ F (X, Y ), ~(X, Y ) = ⟨λ_i⟩_{i=1,...,m} = { m ∑ i=1 β_iλ_i : β = (β_i)_{j=i,...,m} ∈ R^m } ⊂ F^∗(X, Y ). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ g_1, . . . , g_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ λ_1, . . . , λ_m ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô.Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ G(X, Y ) É ~(X, Y ) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ f ∈ F (X, Y ) ÎÁÊÔÉ g = P f ∈ G(X, Y ) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ λ(f) = λ(g) ÄÌÑ ŒÓÅÈ λ ∈ ~(X, Y ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ g_1, . . . , g_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ

λ_1, . . . , λ_m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

1. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ m = n É ÍÁÔÒÉÃÁ A = (λ_i(g_j)), i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n (3) ÏÂÒÁÔÉÍÁ.

2. åÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÔÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

P f =^{n∑}_{j=1} α_jg_j, ÇÄÅ α = (α_j)_{j=1,...,n} = A^{−1} ( (λ_i(f))_{i=1,...,n} ) . (4)

3. åÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P : F (X, Y ) → G(X, Y ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ (Ô.Å. P^2 = P É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Im P ∩ Ker P = 0, P f = f ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ G(X, Y )).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

1. éÚ (1), (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P f =^{n∑}_{j=1} α_jg_j ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ λ_i n∑ j=1 α_jg_j = λ_i(f) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , m,

ÉÌÉ_{n∑} j=1 α_jλ_i(g_j) = λ_i(f) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , m.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ n∑ j=1 a_{ij}α_j = λ_i(f) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , m,

ÇÄÅ a_{ij} = λ_i(g_j), A = (a_{ij}), Ô.Å. Aα = (λ_i(f))_{i=1,...,m}, (5) ÇÄÅ α = (α_j)_{j=1,...,n} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (5) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ f ∈ F (X, Y ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ {(λ_i(f))_{i=1,...,m} : f ∈ F (X, Y )} ⊂ R^m É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ {α : α − ÒÅÛÅÎÉÅ (5)} ⊂ R^n.

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÉÌÉ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ) ÜÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ m = n É ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ A^{−1} .

(äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÁÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ. ðÕÓÔØ A ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ. åÓÌÉ m > n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ (n × m)-ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ α ≠ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Aα = 0. ôÁË ËÁË {g_j}_{j=1,...,n} { ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ g =^{n∑}_{j=1} α_jg_j ≠ 0.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ f ≡ 0 ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ: g É 0. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ m < n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÔÒÏË (n × m)-ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ α ≠ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ α^tA^t = 0. ôÁË ËÁË

{λ_i}_{i=1,...,m} { ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ λ =^m ∑ i=1 α_iλ_i ≠ 0. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ α^tA^t = 0

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

λ(g_j) =^{m∑}_{i=1} α_iλ_i(g_j) =^{m∑}_{i=1} α_ia_{ij} = 0

ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, . . . , n. ðÏÓËÏÌØËÕ λ { ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ F (X, Y ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ F (X, Y ) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ λ(f) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË λ(f) ≠ 0 = λ(g_j) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, . . . , n.) 2. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (5).

3. ðÕÓÔØ g = P f , ÇÄÅ f ∈ G(X, Y ). ðÏÓËÏÌØËÕ {g_j}_{j=1,...,n} { ÂÁÚÉÓ G(X, Y ), ÔÏ f =^{n∑}_{j=1} α_jg_j , g = P f =^{n∑}_{j=1} β_jg_j , ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (4)

β = A^{−1} (λ_i(f)) = A^{−1} λ_i n∑ j=1 α_jg_j = A^{−1} n∑ j=1 α_jλ_i(g_j) = = A^{−1} n∑ j=1 α_ja_{ij} = A^{−1} (Aα) = α, Ô.Å. β = α É ÐÏÔÏÍÕ g = f . ðÏÜÔÏÍÕ P f = f É P^2 = P , ÔÁË ËÁË P f ∈ G(X, Y ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ F (X, Y ).

§2. ïâõóìïœìåîîïóôø âáúéóá 10

x 2. ïâõóìïœìåîîïóôø âáúéóá

ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ {α_j}^n_{j=1} ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ P f ∈

F (X, Y ) ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ {g_j}^n_{j=1} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ G(X, Y ) ⊂ F (X, Y ), g = P f =^{n∑}_{j=1} α_jg_j

ÎÅÉÚÂÅÖÎÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ. éÈ ŒÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ { ÆÕÎËÃÉÀ g ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ G(X, Y ) ⊂ F (X, Y ) ŒŒÅÄÅÎÁ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_G , Á Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖Rn . œŒÅÄÅÍ

m = min_{α∈}R_n ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 α_jg_j ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ G ‖α‖R^{n , M} = max_{α∈}R_n ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 α_jg_j ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ G ‖α‖R^{n .} ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ α ∈ R^n m‖α‖Rn ≤ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 α_jg_j ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ G ≤ M‖α‖Rn . (1) ðÕÓÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ α ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÅÎÎÙÊ ^α = α + ε. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ g =^{n∑}_{j=1} α_jg_j ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

^g =^{n∑}_{j=1}(α_j + ε_j)g_j =^{n∑}_{j=1} α_jg_j +^{n∑}_{j=1} ε_jg_j = g + g_ε , ÇÄÅ g_ε =^{n∑}_{j=1} ε_jg_j . éÚ (1) ÉÍÅÅÍ m‖ε‖Rn ≤ ‖g_ε‖_G ≤ M‖ε‖Rn , m‖α‖Rn ≤ ‖g‖_G ≤ M‖α‖Rn . ïÔÓÀÄÁ m M ‖ε‖R^n ‖α‖R^{n ≤} ‖g_ε‖_G ‖g‖_G ≤ M m ‖ε‖R^n ‖α‖R^{n .} ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÉÓÌÏÍ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ {g_j}^n_{j=1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

cond(g_j) = Mm .

ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ g_ε = ^g − g É ε = ^α − α ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ 1 cond(g_j) ‖ ^α − α‖Rn ‖α‖R^{n ≤} ‖^g − g‖_G ‖g‖_G ≤ cond(g_j) ‖^^α − α‖R^n ‖α‖R^{n .} üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ÉÎ-

ÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‖^g − g‖_G ‖g‖_G É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ËÏÜÆÆÉ-

ÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ‖ ^α − α‖Rn ‖α‖R^n . þÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ,

ÔÅÍ ÈÕÖÅ ÏÎ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§3. éîôåòðïìñãéïîîùê íîïçïþìåî ìáçòáîöá 11

x 3. éîôåòðïìñãéïîîùê íîïçïþìåî ìáçòáîöá

œ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ (ÓÍ. § 1) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ: X = [a, b], Y = R^1, F (X, Y ) = C([a, b]). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÕÚ- ÌÁÍÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ) É ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), . . . , f(x_n). œÙÂÅÒÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ

g_i(x) ≡ l_i(x) =^n ∏ j=1,j≠i x − x_j x_i − x_j , i = 1, . . . , n (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁÍÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ) É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ λ_i(f) = f(x_i), i = 1, . . . , n. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ: ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ (Œ ÔÏÞËÁÈ x_i, i = 1, . . . , n) ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÊÔÉ L(x) = (P f)(x) =^{n∑}_{i=1} α_il_i(x) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ L(x_i) = f(x_i) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , n. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ l_1, . . . , l_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ

λ_1, . . . , λ_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ α ∈

R^n, α ≠ 0, ÞÔÏ^{n∑}_{i=1} α_il_i(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a, b], ÔÏ^{n∑}_{i=1} α_il_i(x_j) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, . . . , n. ðÏÓËÏÌØËÕ l_i(x_j) = δ_{ij} , ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ α_j = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, . . . , n, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ α ≠ 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÅ α ∈ R^n, α ≠ 0, ÞÔÏ^{n∑}_{i=1} α_iλ_i(f) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C([a, b]), ÔÏ^{n∑}_{i=1} α_iλ_i(l_j) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, . . . , n. ðÏÓËÏÌØËÕ λ_i(l_j) = δ_{ij} , ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ α_j = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, . . . , n, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ α ≠ 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1. íÁÔÒÉÃÁ (1.3) { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ (A = I ), ÐÏÓËÏÌØËÕ λ_i(l_j) = δ_{ij} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÁ, É ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÓÉÌÕ (1.4) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

L(x) =^{n∑}_{i=1} f(x_i)l_i(x) =^{n∑}_{i=1} f(x_i)^{n∏}_{j=1} j≠i x − x_j x_i − x_j . (1)

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ L { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚ ⟨l_i⟩_{i=1,...,n} , ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ L { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ^^L ∈ P_{n−1} { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1 É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ:^^L(x_i) = f(x_i), i = 1, . . . , n. ôÏÇÄÁ

L − ^L ∈ P_{n−1} É L(x_i) − ^L(x_i) = f(x_i) − f(x_i) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , n, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ

n ÎÕÌÅÊ Œ ÔÏÞËÁÈ x_1, . . . , x_n . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, L −^^L ≡ 0.

ìÅÍÍÁ 1. (âÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). ïÂÕÓÌÏŒÌÅÎÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÁÇÒÁÎÖÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË x_i ÎÅ ÍÅÎÅÅ const e^{n/2} .

ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ

ïÃÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ Œ ÔÏÞËÅ x ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1). îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ l_i(x) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2(n − 1) ÏÐÅÒÁÃÉÊ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ, 2(n − 2) ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÏÄÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ l_1(x), . . . , l_n(x) ÔÒÅÂÕ- ÅÔÓÑ 2n(n − 1) ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, 2n(n − 2) ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É n ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÅÌÅÎÉÑ. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L(x) =^{n∑}_{i=1} f(x_i)l_i(x) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ (n − 1) ÏÐÅÒÁÃÉÊ

ÓÌÏÖÅÎÉÑ É n ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ: 2n^2 + O(n) (n → ∞) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

þÉÓÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ Œ ÔÏÞËÅ x ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1), ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÏ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ.

1. œÙÞÉÓÌÉÍ Y_i = f(x_i) 1_{n∏} j=1,j≠i (x_i − x_j)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , n (Y_i ÍÏÖÎÏ ÈÒÁ-

ÎÉÔØ ÎÁ ÍÅÓÔÅ f(x_i)). îÁ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n(n − 1) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

2. œÙÞÉÓÌÉÍ φ(x) =^{n∏}_{i=1}(x − x_i). îÁ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ É n − 1 ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

3. œÙÞÉÓÌÉÍ L(x) = φ(x)^{n∑}_{i=1} Y^ix − x_i . îÁ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n − 1 ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ É

n + 1 ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. (éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁËÖÅ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Y_i ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ, Á ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏ ÍÅÒÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).

ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ: n^2 + O(n) (n → ∞) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) (É ÐÅÒŒÙÍ, É ŒÔÏÒÙÍ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÔÒÅÂÕÅÔ ÂÏÌØ- ÛÉÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÔÒÁÔ É ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÂÏÌØÛÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÙÌÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ ÄÒÕÇÉÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏ- ÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

x 4. òáúäåìåîîùå òáúîïóôé

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b, ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C([a, b]) É ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), . . . , f(x_n).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ f(x_i) = f(x_i), ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

f(x_i; x_j) = f(x^j) − f(x^i)

x_j − x_i , ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ

k -ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

f(x_i; . . . ; x_{i+k}) = f(x^{i+1}; . . . ; x^{i+k}) − f(x^i; . . . ; x^{i+k−1}) x_{i+k} − x_i . (1) óŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ

ìÅÍÍÁ 1. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f(x_i; . . . ; x_{i+k}) =^{i+k∑}_{j=i} f(x^j)_{i+k∏} l=i l≠j (x_j − x_l)

. (2)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ k = 0 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(x_i) = f(x_i) É ÐÏÔÏÍÕ ŒÅÒÎÏ. ðÒÉ k = 1 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(x_i; x_{i+1}) = f(x^i)x_i − x_{i+1} + f(x^{i+1})x_{i+1} − x_i = f(x^{i+1}) − f(x^i)x_{i+1} − x_i

É ŒÅÒÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2) ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ k + 1 (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÅÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ

f(x_i; . . . ; x_{i+k+1})= f(x^{i+1}; . . . ; x^{i+k+1}) − f(x^i; . . . ; x^{i+k})

x_{i+k+1} − x_i =

= 1 x_{i+k+1} − x_i i+k+1∑ j=i+1 f(x_j) i+k+1∏ l=i+1 l≠j (x_j − x_l) − i+k∑ j=i f(x_j) i+k∏ l=i l≠j (x_j − x_l)

œÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ f(x_i), f(x_j), j = i+1, . . . , i+k, f(x_{i+k+1}), É ÐÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (2).

1. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ f(x_i) ÒÁŒÅÎ

1 x_{i+k+1} − x_i − 1 i+k∏ l=i l≠i (x_i − x_l) = 1 x_i − x_{i+k+1} 1 i+k∏ l=i l≠i (x_i − x_l) = 1 i+k+1∏ l=i l≠i (x_i − x_l) .

2. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ f(x_j), j = i + 1, . . . , i + k ÒÁŒÅÎ

1 x_{i+k+1} − x_i 1 i+k+1∏ l=i+1 l≠j (x_j − x_l) − 1 i+k∏ l=i l≠j (x_j − x_l) =

§4. òáúäåìåîîùå òáúîïóôé 14

= 1 x_{i+k+1} − x_i 1 i+k∏ l=i+1 l≠j (x_j − x_l) ( 1 x_j − x_{i+k+1} − 1 x_j − x_i ) =

= 1 x_{i+k+1} − x_i 1 i+k∏ l=i+1 l≠j (x_j − x_l) x_{i+k+1} − x_i (x_j − x_{i+k+1})(x_j − x_i) = 1 i+k+1∏ l=i l≠i (x_j − x_l) .

3. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ f(x_{i+k+1}) ÒÁŒÅÎ 1 x_{i+k+1} − x_i 1 i+k+1∏ l=i+1 l≠i+k+1 (x_{i+k+1} − x_l) = 1 i+k+1∏ l=i l≠i+k+1 (x_{i+k+1} − x_l) .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ f(x_j), j = i, . . . , i + k + 1 ÒÁŒÅÎ 1 i+k+1∏ l=i l≠j (x_j − x_l)

É ÐÏÔÏÍÕ f(x_i; . . . ; x_{i+k+1}) =^{i+k+1∑}_{j=i} f(x^j)_{i+k+1∏} l=i l≠j (x_j − x_l) .

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 2. òÁÚÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x_i; . . . ; x_{i+k}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓŒÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2).

ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ŒÓÅÈ i ≤ s, r ≤ i + k, s ≠ r ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x_i; . . . ; x_{i+k}) = f(x^i; . . . ; x^{r−1}; x^{r+1}; . . . ; x^{i+k}) − f(x^i; . . . ; x^{s−1}; x^{s+1}; . . . ; x^{i+k}) x_s − x_r . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ r < s. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ y_i = x_r, y_{j+1} = x_j, j = i, . . . , r − 1, y_j = x_j, j = r + 1, . . . , s − 1, y_j = x_{j+1}, j = s, . . . , i + k − 1, y_{i+k} = x_s. éÎÄÅËÓÙ ÔÏÞÅË y ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÔÏÞÅË x ÐÕÔÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ( i i + 1 . . . r − 1 r r + 1 . . . s − 1 s s + 1 . . . i + k i + 1 i + 2 . . . r i r + 1 . . . s − 1 i + k s . . . i + k − 1 )

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

(ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÌÀÂÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ y_i = x_r É y_{i+k} = x_s ). œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1)

f(x_i; . . . ; x_{i+k}) = f(y_i; . . . ; y_{i+k}) = f(y^{i+1}; . . . ; y^{i+k}) − f(y^i; . . . ; y^{i+k−1})

y_{i+k} − y_i =

= f(x^i; . . . ; x^{r−1}; x^{r+1}; . . . ; x^{i+k}) − f(x^i; . . . ; x^{s−1}; x^{s+1}; . . . ; x^{i+k}) x_s − x_r . ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 4. òÁÚÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x_i; . . . ; x_{i+k}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎË-

ÃÉÏÎÁÌÏÍ ÏÔ f , Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ α, β ∈ R^1 (αf + βg)(x_i; . . . ; x_{i+k}) = αf(x_i; . . . ; x_{i+k}) + βg(x_i; . . . ; x_{i+k}). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_m ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_1, . . . , x_m (ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1).

ìÅÍÍÁ 5. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

L_{k+1}(x) = L_k(x) + f(x_1; . . . ; x_{k+1})(x − x_1) . . . (x − x_k). (3)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P (x) = L_{k+1}(x) − L_k(x) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k . ðÏÓËÏÌØËÕ P (x_i) = L_{k+1}(x_i) − L_k(x_i) = f(x_i) − f(x_i) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , k (Ô.Å. x_1, . . . , x_k ÅÓÔØ (ŒÓÅ) ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅÐÅÎÉ k ), ÔÏ P (x) = A(x −

x_1) . . . (x − x_k), A { ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÚ

ÕÓÌÏŒÉÑ

A(x_{k+1} − x_1) . . . (x_{k+1} − x_k) = P (x_{k+1}) = L_{k+1}(x_{k+1}) − L_k(x_{k+1}) =

= f(x_{k+1}) − L_k(x_{k+1}) = f(x_{k+1}) −^{k∑}_{j=1} f(x_j)^{k∏}_{i=1} i≠j x_{k+1} − x_i x_j − x_i =

= f(x_{k+1}) +^{k∑}_{j=1} f(x_j) x^{k+1} − x^j x_j − x_{k+1} k∏ i=1 i≠j x_{k+1} − x_i x_j − x_i =

= f(x_{k+1}) +^{k∑}_{j=1} f(x_j) k∏ i=1 (x_{k+1} − x_i) k+1∏ i=1 i≠j (x_j − x_i) =

= f(x_{k+1}) 1_{k∏} i=1 (x_{k+1} − x_i)

+^{k∑}_{j=1} f(x_j) 1_{k+1∏} i=1 i≠j (x_j − x_i) k∏ i=1 (x_{k+1} − x_i) =

=^{k+1∑}_{j=1} f(x^j) k+1∏ i=1 i≠j (x_j − x_i) k∏ i=1 (x_{k+1} − x_i) = f(x_1; . . . ; x_{k+1})(x_{k+1} − x_1) . . . (x_{k+1} − x_k)

(Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÌÅÍÍÕ 1). éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÈÏ- ÄÉÍ: A = f(x_1; . . . ; x_{k+1}). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, L_{k+1}(x) − L_k(x) = f(x_1; . . . ; x_{k+1})(x −

x_1) . . . (x − x_k).

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ (ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ) ÞÅÒÅÚ L_k ÉÎÔÅÒÐÏ- ÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k − 1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ k ÔÏÞËÁÍ

x_i, . . . , x_{i+k−1} . ôÏÇÄÁ ÌÅÍÍÁ 5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ:

L_{k+1}(x) = L_k(x) + f(x_i; . . . ; x_{i+k})(x − x_i) . . . (x − x_{i+k−1}), (4)

ÇÄÅ L_{k+1} ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ k + 1 ÔÏÞËÅ x_i, . . . , x_{i+k} .

ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ y_1 = min{x_i, . . . , x_{i+k}}, y_2 = max{x_i, . . . , x_{i+k}} É f ∈

C^{(k)}([y_1, y_2]). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ξ ∈ [y_1, y_2] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

f(x_i; . . . ; x_{i+k}) = f^{(k)}(ξ)k! . (5)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ L_{k+1}(x) ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÏ k + 1 ÔÏÞËÅ x_i, . . . , x_{i+k} (Ô.Å. L_{k+1}(x_j) = f(x_j), j = i, i + 1, . . . , i + k ), ÄÌÑ ÞÅÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ (5):

L_{k+1}(x) = L_k(x) + f(x_i; . . . ; x_{i+k})(x − x_i) . . . (x − x_{i+k−1}), (6)

ÇÄÅ L_k ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k − 1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ k ÔÏÞËÁÍ x_i, . . . , x_{i+k−1} . äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

φ(x) = f(x) − L_{k+1}(x) (7)

ÉÍÅÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ L_{k+1}

φ(x_j) = f(x_j) − L_{k+1}(x_j) = f(x_j) − f(x_j) = 0, ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = i, . . . , i + k,

Ô.Å. φ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k + 1 ÎÕÌÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [y_1, y_2].

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÏÌÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ φ^′ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [y_1, y_2]. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÏÌÌÑ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÆÕÎËÃÉÉ φ^′ , ÆÕÎËÃÉÑ φ^{′′} ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k −1 ÎÕÌÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [y_1, y_2]. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË É ÄÁÌØÛÅ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ φ^{(k)} ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÎÕÌØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [y_1, y_2]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ξ : φ^{(k)}(ξ) = 0, ξ ∈ [y_1, y_2]. œ ÓÉÌÕ (7)

φ^{(k)}(ξ) = f^{(k)}(ξ) − L^{(k)}_{k+1}(ξ) = 0,

§5. éîôåòðïìñãéïîîáñ æïòíõìá îøàôïîá 17

Œ ÓÉÌÕ (6)

L^{(k)}_{k+1}(ξ) = k!f(x_i; . . . ; x_{i+k})

(ÔÁË ËÁË k -Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ L_k ÓÔÅÐÅÎÉ k − 1 ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Á k -Ñ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ L_{k+1} ÓÔÅÐÅÎÉ k ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÅÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ k!). éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÄŒÕÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f^{(k)}(ξ) = k! f(x_i; . . . ; x_{i+k}),

ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5).

x 5. éîôåòðïìñãéïîîáñ æïòíõìá îøàôïîá

ðÕÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ L_n(x) { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1 ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_1, . . . , x_n . ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ

L_n(x) = L_1(x) + (L_2(x) − L_1(x)) + . . . + (L_n(x) − L_{n−1}(x))

É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÚÄÅÓØ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÌÅÍÍÕ 4.5. ðÏÌÕÞÉÍ

L_n(x) = f(x_1) + f(x_1; x_2)(x − x_1) + . . . + f(x_1; . . . ; x_n)(x − x_1) . . . (x − x_{n−1}). (1)

ôÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÐÏ- ÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ îØÀÔÏÎÁ.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÞÁÓÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ

L_n(x) = n∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1})f(x_1; . . . ; x_i), (2)

ÇÄÅ (x − x_1) . . . (x − x_{i−1}) =^{i−1∏}_{j=1}(x − x_j) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ 1, ÅÓÌÉ i = 1.

áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ

1. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ f(x_1; . . . ; x_i), i = 1, . . . , n, ÕÞÁ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ (2) ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏ- ÎÁ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ (4.1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÚÁÐÏÌÎÑÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ

f(x_1)_\

f(x_1; x_2)_\ f(x_2)^↙_\ f(x_1; x_2; x_3)_\

f(x_2; x_3)^↙_\ f(x_1; x_2; x_3; x_4) f(x_3)^↙_\ f(x_2; x_3; x_4)^↙_\ · · ·_\ f(x_3; x_4)^↙_\ f(x_1; . . . ; x_n) f(x_4)^↙_\ · · ·^↙ . . . ...

f(x_{n−1})_\ f(x_{n−2}; x_{n−1}; x_n)

f(x_{n−1}; x_n)^↙ f(x_n)^↙

óÔÏÌÂÃÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ, ÓÔÒÅÌËÉ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÑÞÅÊËÕ ÐÁÍÑÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ f(x_i) ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ f(x_1; . . . ; x_i).

2. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (P f)(x) Œ ÔÏÞËÅ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ:

(P f)(x) = f(x_1) + (x − x_1)(f(x_1; x_2) + (x − x_2)(f(x_1; x_2; x_3) + . . . + +(x − x_{n−2})(f(x_1; . . . ; x_{n−1}) + (x − x_{n−1})f(x_1; . . . ; x_n) ) . . .) n−1 . (3)

ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ

1. îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ f(x_1; . . . ; x_i), i = 1, . . . , n ÐÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÕ ÎÁÄÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ n(n − 1)/2 ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÁÂÌÉÃÙ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (4.1) ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2 ŒÙÞÉÔÁ- ÎÉÑ É 1 ÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ: n(n − 1) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É n(n − 1)/2 ÄÅÌÅÎÉÊ.

2. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ (3) ÔÒÅÂÕÅÔ (n − 1) ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, (n − 1) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É (n − 1) ÓÌÏÖÅÎÉÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÔÅÒÐÏ- ÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (2) Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ f(x_1; . . . ; x_i), i = 1, . . . , n ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ Œ ÔÏÞËÅ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3).

x 6. éîôåòðïìñãéñ "äœéöõýéíéóñ" íîïçïþìåîáíé

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b, ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), . . . , f(x_n) É ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ 1 ≤ k ≤ n−1. éÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ÓÔÒÏÉÔ- ÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}], i = 1, . . . , n−k ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ

Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P_i ÓÔÅÐÅÎÉ k , ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ P_i(x_j) = f(x_j), j = i, . . . , i + k (Ô.Å. P_i { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ

x_i, . . . , x_{i+k} ). îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_{n−k}, x_n] ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó P_{n−k} { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_{n−k}, . . . , x_n . ðÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ

P_i(x) = i+k∑ j=i (x − x_i) . . . (x − x_{j−1})f(x_i; . . . ; x_j). (1) ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ P_i , i = n − k, n − k − 1, . . . , 1 ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÁÂÌÉÃÙ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ:

f(x_1)_\

f(x_1; x_2)_\ f(x_2)^/_\ f(x_1; x_2; x_3) . . ._\

f(x_2; x_3)^/_\ . . . f(x_1; . . . ; x_{k+1}) f(x_3)^/_\ f(x_2; x_3; x_4) . . .^/

f(x_3; x_4)^/_\ . . . f(x_4)^/_\ . . .

. . . . . . . f(x_{n−k−1})^/_\ f(x_{n−k−1}; x_{n−k})^/_\ f(x_{n−k})^/_\ f(x_{n−k−1}; x_{n−k}; x_{n−k+1}) . . ._\ f(x_{n−k}; x_{n−k+1})^/_\ . . . f(x_{n−k−1}; . . . ; x_{n−1}) . . f(x_{n−k}; x_{n−k+1}; x_{n−k+2}) . . ._{/\} . . . . . f(x_{n−k}; . . . ; x_n) f(x_{n−1})^/_\ f(x_{n−2}; x_{n−1}; x_n) . . .^/

f(x_{n−1}; x_n)^/ f(x_n)^/ œÎÁÞÁÌÅ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_{n−k} : f(x_{n−k}), f(x_{n−k}; x_{n−k+1}), . . . , f(x_{n−k}; . . . ; x_n). ÚÁ k(k+1) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É k(k+1)/2 ÄÅÌÅÎÉÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ P_{n−k} { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ k+1 ÔÏÞËÅ x_{n−k}, . . . , x_n ). úÁÔÅÍ ÔÁÂÌÉÃÁ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ: ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ f(x_{n−k−1}), f(x_{n−k−1}; x_{n−k}), . . . , f(x_{n−k−1}; . . . ; x_{n−1}) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ f(x_{n−k−1}; . . . ; x_{n−k+i}) = f(x^{n−k}; . . . ; x^{n−k+i}) − f(x^{n−k−1}; . . . ; x^{n−k+i−1}) x_{n−k+i} − x_{n−k−1} , i = 0, . . . , k − 1

ÚÁ 2k ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É k ÄÅÌÅÎÉÊ (ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÓÄŒÉÇÁ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ), É ÄÁÌÅÅ f(x_{n−k−2}), f(x_{n−k−2}; x_{n−k−1}), . . . , f(x_{n−k−2}; . . . ; x_{n−2}), . . . . . . . . . . . . f(x_1), f(x_1; x_2), . . . , f(x_1; . . . ; x_{k+1}).

œÓÅÇÏ ÎÁÄÏ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ n − k − 1 ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. îÁ ÜÔÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2k(n − k − 1) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É k(n−k−1) ÄÅÌÅÎÉÊ. ïÂÝÉÅ ÚÁÔÒÁÔÙ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ: k(k+1)+2k(n−k−1) = 2kn−k(k+1) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É k(k+1)/2+k(n−k−1) =

kn − k(k + 1)/2 ÄÅÌÅÎÉÊ.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f Œ ÔÏÞËÅ x ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ. ïÐÒÅÄÅÌÑÅÍ i ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ x ∈ [x_i, x_{i+1}]. åÓÌÉ i > n − k , ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ i = n − k . ôÏÇÄÁ (P f)(x) = P_i(x). œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (1) ÓÔÅÐÅÎÉÉ k Œ ÔÏÞËÅ x ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ

P_i(x) = f(x_i) + (x − x_i)(f(x_i; x_{i+1}) + (x − x_{i+1})(f(x_i; x_{i+1}; x_{i+2}) + . . . + +(x − x_{i+k−2})(f(x_i; . . . ; x_{i+k−1}) + (x − x_{i+k−1})f(x_i; . . . ; x_{i+k}) ) . . .) k−1 Ó ÚÁÔÒÁÔÏÊ k ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ, k ÓÌÏÖÅÎÉÊ É k ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ.

x 7. ïãåîëé ðïçòåûîïóôé éîôåòðïìñãéïîîïê æïòíõìù îøàôïîá

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÃÅÎËÉ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ f ∈ C([a, b]) É {x_i}^n_{i=1} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ [a, b], ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ R^1

f(x) = L_n(x) + (x − x_1) . . . (x − x_n)f(x_1; . . . , x_n; x), (1)

ÇÄÅ L_n(x) =^{n∑}_{i=1}(x − x_1) . . . (x − x_{i−1})f(x_1; . . . ; x_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ≠ x_j, j = 1, . . . , n, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÔÏÞËÁÈ x_j ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ É ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ (1).

ðÒÉ n = 1 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(x) = f(x_1) + (x − x_1)f(x_1; x)

É ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (4.1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÒÉ n = k :

f(x) = L_k(x) + (x − x_1) . . . (x − x_k)f(x_1; . . . , x_k; x). (2) œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ (4.3)

f(x_1; . . . ; x_k; x_{k+1}, x) = f(x^1; . . . ; x^k; x) − f(x^1; . . . ; x^k; x^{k+1}) x − x_{k+1} . ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ

f(x_1; . . . ; x_k; x) = f(x_1; . . . ; x_k; x_{k+1}) + (x − x_{k+1})f(x_1; . . . ; x_k; x_{k+1}, x). (3) ðÏÄÓÔÁŒÉÍ (3) Œ (2), ÐÏÌÕÞÉÍ

f(x) = L_k(x)+(x − x_1) . . . (x − x_k)f(x_1; . . . ; x_{k+1}) +(x − x_1) . . . (x − x_{k+1})f(x_1; . . . ; x_k; x_{k+1}, x). (4) œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 4.5 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (4.3)

L_k(x) + f(x_1; . . . ; x_{k+1})(x − x_1) . . . (x − x_k) = L_{k+1}(x)

É ÐÏÔÏÍÕ (4) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

f(x) = L_{k+1}(x) + (x − x_1) . . . (x − x_{k+1})f(x_1; . . . ; x_k; x_{k+1}, x), Ô.Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ n = k + 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ f ∈ C^{(n)}([a, b]) É {x_i}^n_{i=1} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ [a, b], ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ [a, b] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ξ = ξ(x) ∈ [y_1, y_2] (ÇÄÅ y_1 = y_1(x) = min{x_1, . . . , x_n, x}, y_2 = y_2(x) = max{x_1, . . . , x_n, x}) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x) = L_n(x) + (x − x_1) . . . (x − x_n) f^{(n)}(ξ)n! , (5)

ÇÄÅ L_n(x) =^{n∑}_{i=1}(x − x_1) . . . (x − x_{i−1})f(x_1; . . . ; x_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1

f(x) = L_n(x) + (x − x_1) . . . (x − x_n)f(x_1; . . . , x_n; x). (6) ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.6 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ξ = ξ(x) ∈ [y_1, y_2] (ÇÄÅ y_1 = y_1(x) = min{x_1, . . . , x_n, x},

y_2 = y_2(x) = max{x_1, . . . , x_n, x}) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

f(x_1; . . . ; x_n; x) = f^{(n)}(ξ)n! .

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (6), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5).

§8. òáúäåìåîîùå òáúîïóôé ó ëòáôîùíé õúìáíé 22

x 8. òáúäåìåîîùå òáúîïóôé ó ëòáôîùíé õúìáíé

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË x_i, . . . , x_{i+k} (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ). òÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ f(x_i) = f(x_i), ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ k -ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

f(x_i; . . . ; x_{i+k})= 1 k! f^{(k)}(x^i), ÅÓÌÉ x^i = . . . = x^{i+k} É f ∈ C^{(k)}, f(x_i; . . . ; x_{r−1}; x_{r+1}; . . . ; x_{i+k}) − f(x_i; . . . ; x_{s−1}; x_{s+1}; . . . ; x_{i+k}) x_s − x_r ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x_s ≠ x_r, (1) (ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞÅË x_r É x_s , Œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÏ ÓŒÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÍ. ÌÅÍ- ÍÕ 4.3).

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ f ∈ C^{(k)} , ÔÏ f(x_i; . . . ; x_{i+k}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉ-

ÅÊ ÓŒÏÉÈ k + 1 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ x_i, . . . , x_{i+k} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ k = 0 ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x_i) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f(x_i), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ.

ðÕÓÔØ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÐÏÒÑÄËÁ k−1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ (x_i; . . . ; x_{i+k}) ∈ R^{k+1} .

åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ i ≤ s, r ≤ i+k ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x_s ≠ x_r , ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x_i; . . . ; x_{i+k}) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÈ (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ) ÆÕÎËÃÉÊ:

f(x_i; . . . ; x_{i+k}) = f(x^i; . . . ; x^{r−1}; x^{r+1}; . . . ; x^{i+k}) − f(x^i; . . . ; x^{s−1}; x^{s+1}; . . . ; x^{i+k}) x_s − x_r . åÓÌÉ x_i = . . . = x_{i+k} , ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (1)

f(x_i; . . . ; x_{i+k}) = 1k! f^{(k)}(x_i).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ f^{(k)} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ δ = δ(ε) > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ξ, |x_i − ξ| < δ |f^{(k)}(x_i) − f^{(k)}(ξ)| < ε. ðÕÓÔØ (x^′_i; . . . ; x^′_{i+k}) ∈ R^{k+1} { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |x^′_j − x_i| < δ , j = i, i + 1, . . . , i + k . œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 4.6 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ξ ∈ [y_1, y_2] (ÇÄÅ y_1 = min{x^′_i, . . . , x^′_{i+k}}, y_2 = max{x^′_i, . . . , x^′_{i+k}}) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

f(x^′_i; . . . ; x^′_{i+k}) = f^{(k)}(ξ)k! .

ôÁË ËÁË ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ (x^′_i; . . . ; x^′_{i+k}) ∈ R^{k+1} [y_1, y_2] ⊂ (x_i − δ, x_i + δ), ÔÏ |f(x_i; . . . ; x_{i+k}) − f(x^′_i; . . . ; x^′_{i+k})| = 1k! |f^{(k)}(x_i) − f^{(k)}(ξ)| < 1k! ε, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ (x_i; . . . ; x_{i+k}).

x 9. éîôåòðïìñãéñ ó ëòáôîùíé õúìáíé

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 . . . < x_n = b É ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^{(i)}(x_j), i = 0, . . . , m_j − 1, j = 1, . . . , n. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

L_m = P f ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1 =^n ∑ i=1 m_i − 1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

L^{(i)}_m (x_j) = f^{(i)}(x_j), i = 0, . . . , m_j − 1, j = 1, . . . , n. (1)

üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁ- ÍÉ, Á ÞÉÓÌÁ m_1, . . . , m_n { ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ ÕÚÌÏŒ x_1, . . . , x_n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ôÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÅÎ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Q_m { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ m−1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (1), ÔÏ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ L_m − Q_m ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ x_j ÎÕÌÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m_j, j = 1, . . . , n. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ L_m − Q_m ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m − 1 ÉÍÅÅÔ ŒÓÅÇÏ^{n∑}_{i=1} m_i = m ÎÕÌÅÊ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ðÏÜÔÏÍÕ L_m − Q_m = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ L_m , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉ-

ÑÍ (1), ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ

L_m(x) = m∑ i=1 (x − y_1) . . . (x − y_{i−1}) f(y_1; . . . ; y_i), (2) ÇÄÅ y_1 = . . . = y_{m1} = x_1, y_{m1+1} = . . . = y_{m1+m2} = x_2, . . . , y∑n�1_{i=1 mi+1} = . . . = y_m = x_n. (3) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ x^{(ε)}_{ij} = x_j + (i − 1)ε, i = 1, . . . , m_j, j = 1, . . . , n, (4) ÇÄÅ 0 < ε < ε_0, ε_0 { ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ {x^{(ε)}_{ij} } ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ε ∈ (0, ε_0). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ m ÔÏÞËÁÍ {x^{(ε)}_{ij} } ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ

L^{(ε)}_m ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1 ÔÁË, ÞÔÏ

L^{(ε)}_m (x^ε_{ij}) = f(x^ε_{ij}) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , m_j, j = 1, . . . , n, 0 < ε < ε_0. (5)

œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

L^{(ε)}_m (x) = m∑ i=1 (x − y^{(ε)}_1 ) . . . (x − y^{(ε)}_{i−1}) f(y^{(ε)}_1 ; . . . ; y^{(ε)}_i ), (6)

ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ y^{(ε)}_1 , . . . , y^{(ε)}_m ÎÁÂÏÒ {x^{(ε)}_{ij} }. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x_1 .

ðÏÌÏÖÉÍ

y^{(ε)}_1 = x^{(ε)}_{1,1}, . . . , y^{(ε)}_{m1} = x_{m1,1}, y^{(ε)}_{m1+1} = x^{(ε)}_{1,2}, . . . , y^{(ε)}_{m1+m2} = x^{(ε)}_{m2,2}, . . . , y^{(ε)}∑n�1_{i=1 mi+1} = x^{(ε)}_{1,n}, . . . , y^{(ε)}_m = x^{(ε)}_{mn,n}. (7)

éÚ (7), (4), (3) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{ε→0} y^{(ε)}_j = y_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, . . . , m. œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (ÌÅÍÍÁ 8.1) Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (6) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏ ε → 0 (ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ L_m ):

L_m(x) = m∑ i=1 (x − y_1) . . . (x − y_{i−1}) f(y_1; . . . ; y_i) =

=^{m1∑}_{i=1}(x − x_1)^{i−1}f(x_1; . . . ; x_1 i ÒÁÚ )+ +(x − x_1)^{m1 m∑}_{i=m1+1}(x − y_{m1+1}) . . . (x − y_{i−1})f(y_1; . . . ; y_i) =

=^{m1∑}_{i=1} f^{(i−1)}(x^1)

(i − 1)! (x − x^1)^{i−1}+

+(x − x_1)^{m1 m∑}_{i=m1+1}(x − y_{m1+1}) . . . (x − y_{i−1})f(y_1; . . . ; y_i)

(8)

(Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (8.1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ). éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ

L^{(i)}_m (x_1) = f^{(i)}(x_1) i = 0, . . . , m_1 − 1

(ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ m_1 − 1 ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Œ (8) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÞËÅ x_1 ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÉÄÁ (2) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1) Œ ÔÏÞËÅ x_1 .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. úÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ (2), (3) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎ-

ÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ f ∈ C^{(m)}([a, b]), (m = max_{j=1,...,n} m_j) É {x_i}^n_{i=1} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ [a, b], ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ R^1

f(x) = L_m(x) + (x − x_1)^{m1} . . . (x − x_n)^{mn} f(x_1; . . . ; x_1

m_1 ; . . . , x_n; . . . ; x_n mn ; x), (9)

ÇÄÅ L_m(x) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ (2), (3).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÛÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9) Œ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ f(x) = L_m(x) + (x − y_1) . . . (x − y_m)f(y_1; . . . , y_m; x), (10) ÇÄÅ ÔÏÞËÉ y_1, . . . , y_m ÚÁÄÁÀÔÓÑ (3), É ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ŒÍÅÓÔÏ (9) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (10). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ≠ y_j, j = 1, . . . , m, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÔÏÞËÁÈ y_j ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ É ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ (10). äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1.

ðÒÉ m = 1 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(x) = f(y_1) + (x − y_1)f(y_1; x) (11) É ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (8.1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9) ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÒÉ m = k :

f(x) = L_m(x) + (x − y_1) . . . (x − y_k)f(y_1; . . . , y_k; x). (12) œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ (4.3)

f(y_1; . . . ; y_k; y_{k+1}, x) = f(y^1; . . . ; y^k; x) − f(y^1; . . . ; y^k; y^{k+1}) x − y_{k+1} . ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ

f(y_1; . . . ; y_k; x) = f(y_1; . . . ; y_k; y_{k+1}) + (x − y_{k+1})f(y_1; . . . ; y_k; y_{k+1}, x). (13) ðÏÄÓÔÁŒÉÍ (13) Œ (12), ÐÏÌÕÞÉÍ

f(x) = L_k(x)+(x − y_1) . . . (x − y_k)f(y_1; . . . ; y_{k+1})

+(x − y_1) . . . (x − y_{k+1})f(y_1; . . . ; y_k; y_{k+1}, x).

(14) œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

L_k(x) + f(y_1; . . . ; y_{k+1})(x − y_1) . . . (x − y_k) = L_{k+1}(x)

É ÐÏÔÏÍÕ (14) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

f(x) = L_{k+1}(x) + (x − y_1) . . . (x − y_{k+1})f(y_1; . . . ; y_k; y_{k+1}, x), Ô.Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (10) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ m = k + 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ f ∈ C^{(m)}([a, b]) É {x_i}^n_{i=1} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ [a, b], ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ [a, b] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ξ = ξ(x) ∈ [ξ_1, ξ_2] (ÇÄÅ ξ_1 = ξ_1(x) = min{x_1, . . . , x_n, x}, ξ_2 = ξ_2(x) = max{x_1, . . . , x_n, x}) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x) = L_n(x) + (x − x_1)^{m1} . . . (x − x_n)^{mn} f^{(m)}(ξ)m! , (15) ÇÄÅ L_m(x) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ (2), (3).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÔÏÞËÉ x^{(ε)}_{ij} , ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ L^{(ε)}_m ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ (5) É ÉÍÅÀÝÉÊ ŒÉÄ (6) (ÇÄÅ ÔÏÞËÉ y^{(ε)}_j ÚÁÄÁÀÔÓÑ (7)). ðÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ 7.2 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ [a, b] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ξ^{(ε)} = ξ^{(ε)}(x) ∈ [ξ^{(ε)}_1 , ξ^{(ε)}_2 ] (ÇÄÅ

ξ^{(ε)}_1 = ξ^{(ε)}_1 (x) = min{y^{(ε)}_1 , . . . , y^{(ε)}_m , x}, ξ^{(ε)}_2 = ξ^{(ε)}_2 (x) = max{y^{(ε)}_1 , . . . , y^{(ε)}_m , x}) ÔÁ-

ËÏÅ, ÞÔÏ

f(x) = L^{(ε)}_m (x) + (x − y^{(ε)}_1 ) . . . (x − y^{(ε)}_m ) f^{(m)}(ξ^{(ε)})m! . (16)

ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 lim_{ε→0} L^{(ε)}_m (x) = L_m(x) (ÇÄÅ L_m(x) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ- ÍÉ (2), (3)). œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f^{(m)} lim_{ε→0} f^{(m)}(ξ^{(ε)}) = f^{(m)}(ξ), ÇÄÅ ξ = lim_{ε→0} ξ^{(ε)} , ÐÒÉÞÅÍ ξ ∈ [ξ_1, ξ_2], ÇÄÅ Œ ÓÉÌÕ (3) ξ_1 = ξ_1(x) = min{x_1, . . . , x_n, x}, ξ_2 = ξ_2(x) = max{x_1, . . . , x_n, x}). ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Œ (16) Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ ε → 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (15).

áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ

L_m(x) ŒÉÄÁ (2), (3) ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ

ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÚÌÏŒ (ÓÍ. § 5), ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÓÞÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÁÂÌÉ- ÃÙ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (8.1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ Œ n ÔÏÞËÁÈ x_1, . . . , x_n ÚÁÄÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x): f(x_1), . . . , f(x_n) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′(x): f^′(x_1), . . . , f^′(x_n) (Ô.Å. Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ (1) ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ m_1 = . . . = m_n = 2). ôÏÇÄÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(x_1)_\

f^′(x_1)_\

f(x_1)^↙_\ f(x_1; x_1; x_2)_\

f(x_1; x_2)^↙_\ f(x_1; x_1; x_2; x_2) f(x_2)^↙_\ f(x_1; x_2; x_2)^↙_\ · · ·

f^′(x_2)^↙_\ f(x_1; x_2; x_2; x_3)

f(x_2)^↙_\ f(x_2; x_2; x_3)^↙_\ · · · . . . .

f(x_{n−1})^↙_\ f(x_{n−1}; x_{n−1}; x_n)^↙_\ · · · f(x_{n−1}; x_n)^↙_\ f(x_{n−1}; x_{n−1}; x_n; x_n) f(x_n)_\ f(x_{n−1}; x_n; x_n)^↙

f^′(x_n)^↙

f(x_n)^↙ óÔÏÌÂÃÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ, ÓÔÒÅÌËÉ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÑÞÅÊËÕ ÐÁÍÑÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÏ

ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ f(y_i) ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ f(y_1; . . . ; y_i), ÇÄÅ y_i ÚÁÄÁÀÔ- ÓÑ (3).

ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ L_m(x) ŒÉÄÁ (2), (3), ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÃÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1 ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÚÌÏŒ (ÓÍ. § 5): ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(m − 1) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É m(m − 1)/2 ÄÅÌÅÎÉÊ (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÜÔÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ).

x 10. œùþéóìåîéå ðòïéúœïäîùè íîïçïþìåîá œ æïòíå îøàôïîá

ðÕÓÔØ L_n(x) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_1, . . . , x_n : L_n(x) = n∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1})f(x_1; . . . ; x_i).

äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k > 0 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ L^{(k)}_n (y) { k -À ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ L_n Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÔÏÞËÅ y .

œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ L_n(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÇÏ Œ ÚÁ- ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ x_1, . . . , x_n ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), . . . , f(x_n), ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ L_n(x) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ L_n(x) (ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ):

L_n(x) = n∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1})L_n(x_1; . . . ; x_i). (1)

œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ L_n(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÍ Œ ÔÏÞËÁÈ

y, x_1, . . . , x_{n−1} ÚÎÁÞÅÎÉÑ L_n(y), L_n(x_1), . . . , L_n(x_{n−1}). ðÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒ-

ÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

L_n(x) = L_n(y) + (x − y) n−1∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1})L_n(y; x_1; . . . ; x_i). (2)

ôÏÇÄÁ

L^′_n(x)|_{x=y} = n−1∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1})L_n(y; x_1; . . . ; x_i) (3)

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ 1-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ y .

áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ L^′_n(y) Œ ÆÏÒÍÅ (3). îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ

L_n(y), L_n(x_1), L_n(x_1; x_2), . . . , L_n(x_1; . . . ; x_{n−1})

ŒÙÞÉÓÌÉÔØ

L_n(y; x_1), L_n(y; x_1; x_2), . . . , L_n(y; x_1; . . . ; x_{n−1})

éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÄŒÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀ- ÔÏÎÁ (ÓÍ. § 6). äÏÂÁŒÉÍ ÔÏÞËÕ y É ÚÎÁÞÅÎÉÅ L_n(y) Œ ÔÁÂÌÉÃÕ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏ- ÓÔÅÊ É ÚÁÐÏÌÎÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ

L_n(y; x_1; . . . ; x_i) =

L_n(x_1; . . . ; x_i) − L_n(y; x_1; . . . ; x_{i−1}) x_i − y , i = 1, . . . , n − 1 (4) ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ:

L_n(y)_\ L_n(y; x_1)_\

f(x_1)^↙_\ L_n(y; x_1; x_2)_\

f(x_1; x_2)^↙_\ L_n(y; x_1; x_2; x_3) f(x_2)^↙_\ f(x_1; x_2; x_3)^↙_\ · · ·_\

f(x_2; x_3)^↙_\ f(x_1; x_2; x_3; x_4) L_n(y; x_1; . . . ; x_{n−1}) f(x_3)^↙_\ f(x_2; x_3; x_4)^↙_\ · · ·^↙_\

f(x_3; x_4)^↙_\ f(x_1; . . . ; x_n) f(x_4)^↙_\ · · ·^↙

. . . ...

f(x_{n−1})_\ f(x_{n−2}; x_{n−1}; x_n)

f(x_{n−1}; x_n)^↙ f(x_n)^↙

ôÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L^′_n(y):

1. îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ n − 1 ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2(n − 1) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É n − 1 ÄÅÌÅÎÉÊ.

2. îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ L^′_n(y) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) ÐÏ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ

L^′_n(y) = L_n(y; x_1) + (x − x_1)(L_n(y; x_1; x_2) + (x − x_2)(L_n(y; x_1; x_2; x_3) + . . . +

+(x − x_{n−3})(L_n(y; x_1; . . . ; x_{n−2}) + (x − x_{n−2})L_n(y; x_1; . . . ; x_{n−1}) ) . . .) n−2 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n − 2 ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ, n − 2 ÓÌÏÖÅÎÉÊ É n − 2 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ.

œÓÅÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 4(n − 1) − 2 ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É 2(n − 1) − 1 ÍÕÌØÔÉÐÌÉ- ËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L^{′′}_n(y) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ.

œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ L_n(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÍ Œ ÔÏÞËÁÈ

y, x_1, . . . , x_{n−2} ÚÎÁÞÅÎÉÑ L_n(y), L_n(x_1), . . . , L_n(x_{n−2}), Á Œ ÔÏÞËÅ y ÉÍÅÀÝÉÍ ÐÒÏ-

ÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ L^′_n(y). ðÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ

ÕÚÌÁÍÉ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

L_n(x) =

= L_n(y) + (x−y)L_n(y; y) + (x−y)^{2 n−2∑}_{i=1} (x−x_1) . . . (x−x_{i−1})L_n(y; y; x_1; . . . ; x_i) =

= L_n(y) + (x − y)L^′_n(y) + (x − y)^{2 n−2∑}_{i=1} (x − x_1) . . . (x − x_{i−1})L_n(y; y; x_1; . . . ; x_i). (5) ôÏÇÄÁ

L^{′′}_n(x)|_{x=y} = 2! n−2∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1})L_n(y; y; x_1; . . . ; x_i) (6)

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ 2-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ y .

áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ L^{′′}_n(y) Œ ÆÏÒÍÅ (6). îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ

L_n(y), L_n(y; x_1), L_n(y; x_1; x_2), . . . , L_n(y; x_1; . . . ; x_{n−2})

ŒÙÞÉÓÌÉÔØ

L_n(y; y; x_1), L_n(y; y; x_1; x_2), . . . , L_n(y; y; x_1; . . . ; x_{n−2}).

ëÁË É ŒÙÛÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÄŒÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ (ÓÍ. § 6). äÏÂÁŒÉÍ ÔÏÞËÕ y É ÚÎÁÞÅÎÉÅ L_n(y) Œ ÔÁÂÌÉÃÕ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É ÚÁÐÏÌÎÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ

L_n(y; y; x_1; . . . ; x_i) =

L_n(y; x_1; . . . ; x_i) − L_n(y; y; x_1; . . . ; x_{i−1}) x_i − y , i = 1, . . . , n − 2 (7) ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ:

L_n(y)_\

L^′_n(y)_\ L_n(y)^↙_\ L_n(y; y; x_1)_\ L_n(y; x_1)^↙_\ L_n(y; y; x_1; x_2; )

f(x_1)^↙_\ L_n(y; x_1; x_2)^↙_\ · · ·

f(x_1; x_2)^↙_\ L_n(y; x_1; x_2; x_3) L_n(y; y; x_1; . . . ; x_{n−2}) f(x_2)^↙_\ f(x_1; x_2; x_3)^↙_\ · · ·^↙_\

f(x_2; x_3)^↙_\ f(x_1; x_2; x_3; x_4) L_n(y; x_1; . . . ; x_{n−1}) f(x_3)^↙_\ f(x_2; x_3; x_4)^↙_\ · · ·^↙_\

f(x_3; x_4)^↙_\ f(x_1; . . . ; x_n) f(x_4)^↙_\ · · ·^↙

. . . ... f(x_{n−1})_\ f(x_{n−2}; x_{n−1}; x_n)

f(x_{n−1}; x_n)^↙ f(x_n)^↙ ôÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L^{′′}_n(y):

1. îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ n − 2 ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (7) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2(n − 2) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É n − 2 ÄÅÌÅÎÉÊ.

2. îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ L^{′′}_n(y) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6) ÐÏ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ

L^{′′}_n(y) = 2!(L_n(y; y; x_1)+(x−x_1)(L_n(y; y; x_1; x_2)+(x−x_2)(L_n(y; y; x_1; x_2; x_3)+. . . +

+(x − x_{n−4})(L_n(y; y; x_1; . . . ; x_{n−3}) + (x − x_{n−3})L_n(y; y; x_1; . . . ; x_{n−2}) ) . . .) n−3 ) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n − 3 ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ, n − 3 ÓÌÏÖÅÎÉÊ É n − 3 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ.

œÓÅÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 4(n − 2) − 2 ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É 2(n − 2) − 1 ÍÕÌØÔÉÐÌÉ- ËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÏÓÌÅ l, l = 0, . . . , k −1 ÛÁÇÏŒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

L_n(x) = l−1∑ j=0 L^{(j)}_n (y)

j! (x − y)^j + (x − y)^l n−l∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1}) L_n(y; . . . ; y l ; x_1; . . . ; x_i)

É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ

L^{(l)}_n (y) = l! n−l∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1}) L_n(y; . . . ; y l ; x_1; . . . ; x_i).

äÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÏÞÅÒÅÄÎÏÍÕ ÛÁÇÕ ÎÁÄÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1; . . . ; x_i), i =

1, . . . , n − l − 1 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1; . . . ; x_i) = L_n(y; . . . ; y l ; x_1; . . . ; x_i) − L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1; . . . ; x_{i−1}) x_i − y , i = 1, . . . , n − l − 1, (8) Á ÚÁÔÅÍ

L^{(l+1)}_n (y) = (l + 1)! n−l−1 ∑ i=1 (x − x_1) . . . (x − x_{i−1}) L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1; . . . ; x_i). (9)

ôÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L^{(l+1)}_n (y):

1. îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ n − l − 1 ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2(n − l − 1) ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ É n − l − 1 ÄÅÌÅÎÉÊ.

2. îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ L^{(l+1)}_n (y) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (9) ÐÏ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ

L^{(l+1)}_n (y) = (l + 1)!(L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1) + (x − x_1)(L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1; x_2)+ +(x−x_2)(L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1; x_2; x_3)+. . .+(x−x_{n−l−3})(L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1; . . . ; x_{n−l−2})+ +(x − x_{n−l−2})L_n(y; . . . ; y l+1 ; x_1; . . . ; x_{n−l−1}) ) . . .) n−l−2 )

ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n − l − 2 ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ, n − l − 2 ÓÌÏÖÅÎÉÊ É n − l − 2 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ.

œÓÅÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 4(n − l − 2) − 2 ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É 2(n − l − 2) − 1 ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

x 11. íîïçïþìåîù þåâùûåœá

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛÅŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ T_n(x) ÓÔÅÐÅ- ÎÉ n ≥ 0, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

T_0(x) = 1, T_1(x) = x, (1)

T_{n+1}(x) = 2xT_n(x) − T_{n−1}(x) ÐÒÉ n > 0. (2)

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_{n+1}(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÔÁÒ- ÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_n(x) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ 2x. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_n(x) ÐÒÉ n > 0 ÅÓÔØ 2^{n−1}x.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ α É β cos α cos β =^1_2 (cos(α + β) + cos(α − β)), ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ θ cos((n + 1)θ) = 2 cos θ cos(nθ) − cos((n − 1)θ).

ðÏÌÏÖÉŒ θ = arccos x, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉ x ∈ [−1, 1]

cos((n + 1) arccos x) = 2x cos(n arccos x) − cos((n − 1) arccos x),

Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ φ_n(x) = cos(n arccos x) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (2) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n > 0 É x ∈ [−1, 1]. ôÁË ËÁË φ_0(x) = cos(0 arccos x) = 1, φ_1(x) = cos(1 arccos x) = 1 ÐÒÉ x ∈ [−1, 1], Ô.Å. ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ (1), ÔÏ T_n(x) ≡ φ_n(x):

T_n(x) = cos(n arccos x), n ≥ 0, x ∈ [−1, 1]. (3)

éÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (3) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ: 1) |T_n(x)| ≤ 1 ÐÒÉ x ∈ [−1, 1]. 2) ôÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_n(x) ÎÁ [−1, 1], Ô.Å. ÔÏÞËÉ ^x_m , |T_n(^x_m)| = 1 ÅÓÔØ

^x_m = cos ( πm n ) , m = 0, 1, . . . , n, ÐÒÉÞÅÍ

T_n(^x_m) = cos πm = (−1)^m.

3) îÕÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_n(x) ÎÁ [−1, 1] ÅÓÔØ

x_m = cos ( π(2m − 1) 2n ) , m = 1, 2, . . . , n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÊÄÅÎÙ n ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_n(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÎÕÌÅÊ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ É

T_n(x) = 2^{n−1}(x − x_1) . . . (x − x_n).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œŒÅÄÅÍ

T_n(x) = 12_{n−1} T_n(x) = x^n + . . .

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ P_n(x) = x^n + . . . { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆ-

ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ 1, ÔÏ max x∈[−1,1] |P_n(x)| ≥ max_{x∈[−1,1]} |T_n(x)| = 12_{n−1} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P_n(x) = x^n + . . . ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ 1, ÞÔÏ |P_n(x)| < 1 2^{n−1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [−1, 1]. òÁÓÍÏÔÒÉÍ Q^{n−1}(x) = T^n(x) − P^n(x) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ T_n(x) = x^n + . . ., P_n(x) = x^n + . . .. œÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q_{n−1} Œ ÔÏÞËÁÈ ^x_m , m = 0, 1, . . . , n:

sign Q_{n−1}(^x_m) = sign(T_n(^x_m) − P_n(^x_m)) = sign ( (−1)^m 12_{n−1} ) = = sign ( (−1)^m 12_{n−1} ) = (−1)^m

(ÐÏÓËÏÌØËÕ |P_n(^x_m)| < 12_{n−1} ). ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ Q_{n−1}(^x_m) ≠ 0, m = 0, 1, . . . , n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [^x_m, ^x_{m+1}], m = 0, 1, . . . , n − 1 ÆÕÎËÃÉÑ Q_{n−1}(x) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ (^x_m, ^x_{m+1}), m = 0, 1, . . . , n − 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q_{n−1} ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1 ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ É ÐÏÔÏÍÕ Q_{n−1} ≡ 0. ïÄÎÁËÏ, ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ Q_{n−1}(^x_m) ≠ 0, m = 0, 1, . . . , n. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ T_n(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÎÁÉ-

ÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÍÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1, 1].

ðÕÓÔØ [a, b] ÅÓÔØ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œŒÅÄÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ y : [−1, 1] → [a, b], y(x) = (a + b) − (a − b)x2 , x : [a, b] → [−1, 1], x(y) = 2y − (b + a)b − a (4)

É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ þÅÂÙÛÅŒÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b]

^T_n(y) = T_n(x(y)) = T_n ( 2y − (b + a) b − a ) . îÕÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ^^T_n(y) (ŒÓÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÔÒÅÚËÕ [a, b]) ÅÓÔØ

y_m = y(x_m) = a + b 2 + b − a 2 cos π(2m − 1) 2n , m = 1, 2, . . . , n. (5) óÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ^^T_n(y) ÅÓÔØ ( 2 b − a )n 2^{n−1} = 2^{2n−1}(b − a)_n .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ

~T_n(y) = ( b − a)^n 2^{2n−1} T^n(y) = (b − a)^n 2^{2n−1} T^n ( 2y − (b + a) b − a ) . ìÅÍÍÁ 2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ^~T_n(y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÍ-

ÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_n(y) = y^n +. . . ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ 1, max_{y∈[a,b]} |P_n(y)| ≥ max_{y∈[a,b]} |^~T_n(y)| = (b − a)^n2_{2n−1} . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÊ.

x 12. íéîéíéúáãéñ ðïçòåûîïóôé éîôåòðïìñãéé úá óþåô œùâïòá õúìïœ

íÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÍ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b] Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ L_n ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1 ÚÁ ÓÞÅÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÕÚÌÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ x_1, . . . , x_n .

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.2

f(x) − L_n(x) = f^{(n)}(ξ)n! (x − x_1) . . . (x − x_n), (1)

ÇÄÅ x_1, . . . , x_n, x ∈ [a, b], ξ ∈ [a, b]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖f − L_n‖_{C([a,b])} ≤ ‖ ‖ ‖ ‖ f^{(n)} n! ‖ ‖ ‖ ‖ C([a,b]) ‖(x − x_1) . . . (x − x_n)‖_{C([a,b])}, (2) ÇÄÅ ‖g‖_{C([a,b])} = max_{x∈[a,b]} |g(x)|. íÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÍ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ, ŒÙÂÒÁŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_n(x) = (x − x_1) . . . (x − x_n) ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÍÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b], Ô.Å. Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ

‖P_n‖_{C([a,b])} . œÏÚØÍÅÍ

P_n(x) = (x − x_1) . . . (x − x_n) = ~T_n(x) = ( b − a)^n 2^{2n−1} T^n ( 2x − (b + a) b − a ) . éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x_1, . . . , x_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

~T_n(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b]. œ ÓÉÌÕ (11.5)

x_m = y_m = a + b 2 + b − a 2 cos π(2m − 1) 2n , m = 1, 2, . . . , n. (3) ðÏ ÌÅÍÍÅ 11.2 ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÕÚÌÏŒ ‖P_n‖_{C([a,b])} = ( b − a)^n 2^{2n−1}

É ÏÃÅÎËÁ (2) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ‖f − L_n‖_{C([a,b])} ≤ 1 n! ‖ ‖ ‖f^{(n)} ‖ ‖ ‖ C([a,b]) (b − a)^n 2^{2n−1} . (4)

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ (4) ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ f(x) = a_nx^n + . . . + a_0 =^{n∑}_{m=0} a_mx^m { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÏÇÄÁ f^n(ξ) = a_nn! É ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ (1) ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ

f(x) − L_n(x) = a_n(x − x_1) . . . (x − x_n) = a_nP_n(x)

ÇÄÅ P_n(x) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b]) ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 11.2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖f − L_n‖_{C([a,b])} = |a_n|‖P_n‖_{C([a,b])} ≥ |a_n|( b − a)^n 2^{2n−1} = 1 n! ‖ ‖f^{(n)} ‖ ‖ C([a,b]) (b − a)^n 2^{2n−1} ,

ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÏÃÅÎËÉ (4).

éÔÁË, ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÚÌÏŒ x_1, . . . , x_n ÉÎÔÅÒÐÏÌÑ- ÃÉÉ ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ ÎÕÌÉ (3) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ^~T_n(x).

ôÁËÏÊ ŒÙÂÏÒ ÕÌÕÞÛÁÅÔ ÔÁËÖÅ ËÁÞÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÐÒÉ n → ∞. ðÒÉÍÅÒ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = 11 + 25_{x2} É ÏÔ- ÒÅÚÏË [a, b] = [−1, 1]. äÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b] ÔÏÞÅË

x_1, . . . , x_n (Ô.Å. x_i = a + (i − 1)h, h = b − a n − 1 , i = 1, . . . , n) ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒ- ÐÏÌÑÃÉÉ ‖f − L_n‖_{C([−1,1])} → ∞ ÐÒÉ n → ∞. äÌÑ ÔÏÞÅË x_1, . . . , x_n { ÎÕÌÅÊ (3) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ^~T_n(x) ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ‖f − L_n‖_{C([−1,1])} → 0 ÐÒÉ n → ∞.

ôÏÞÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÏ ÎÕÌÑÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ^~T_n(x) ÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). ïÂÕÓÌÏŒÌÅÎÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-

ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÁÇÒÁÎÖÁ l_i(x) =^{n∏}_{j=1} j≠i x − x_j x_i − x_j ÐÒÉ x_m = y_m ÉÚ (3) ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁ-

ÅÔ 2 π ln n + 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ f − L_n ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉ-

ÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ L_n ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ ÎÕÌÑÍ (3) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ dist_ó(f, P_{n−1}) ≤ ‖f − L_n‖_{C([a,b])} ≤ ( 2 + 2π ln n ) dist_C (f, P_{n−1}) ÇÄÅ P_{n−1} { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, dist_C (f, P_{n−1}) = inf_{Pn}�_{1∈Pn}�_1 ‖f − P_{n−1}‖_{C([a,b])}.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (äÖÅËÓÏÎÁ). åÓÌÉ f ∈ C^{(r)}[a, b] É n > r + 1, ÔÏ dist_C (f, P_{n−1}) ≤ 6(3e)^r1 + r ( b − a n − 1 )r ω ( f^{(r)}; b − a 2(n − 1 − r) ) . ÇÄÅ ω(g; h) = sup{ |g(x) − g(y)| : x, y ∈ [a, b] , |x − y| ≤ h } ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = |x|^α , α ∈ (0, 1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1, 1]. ôÏÇÄÁ ω(f; h) = h^α . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÐÒÉ r = 0, n > 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

dist_C (f, P_{n−1}) ≤ 6ω ( f; 22(n − 1) ) = 6(n − 1)_α .

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ‖f − L_n‖_{C([−1,1])} ≤ ( 2 + 2π ln n ) 6 (n − 1)^α .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ f(x) =^√|x| ‖f − L_n‖_{C([−1,1])} ≤ ( 2 + 2π ln n ) 6 (n − 1)^{1/2} ≈ ln n

n^{1/2} ÐÒÉ n → ∞. x 13. òáúìïöåîéå ðï íîïçïþìåîáí þåâùûåœá

ðÕÓÔØ n { ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, [a, b] { ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, x_1, . . . , x_n { ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÔÒÅÚËÕ [a, b]. œŒÅÄÅÍ Í ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C([a, b]) ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ \ÓËÁÌÑÒÎÏÅ" ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ f, g ∈ C([a, b]) ÐÏÌÏÖÉÍ ⟨f, g⟩_n = n∑ m=1 f(x_m)g(x_m). (1)

§13. òáúìïöåîéå ðï íîïçïþìåîáí þåâùûåœá 36

§ 13.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ P f(x) =^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x) (2) ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C([a, b]) ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b]: ^T_i(x) = T_i ( 2x − (b + a) b − a ) , i = 0, 1, . . . , n − 1, (3) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ: ⟨ ^T_i, P f ⟩ n =^{⟨ ^}T_i, f^⟩_n , i = 0, 1, . . . , n − 1. (4) ìÅÍÍÁ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ

λ_i(f) = ⟨ ^T_i, f ⟩ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ α ∈ R^n , α ≠ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P_{n−1}(x) =^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a, b]. ôÁË ËÁË deg^^T_i = i, ÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

P_{n−1}(x) =^{n−1} ∑ i=0 α_i ^T_i(x) ÒÁŒÅÎ ÓÔÁÒÛÅÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ^T_j(x) (ÇÄÅ j =

max{j : α_j ≠ 0}), ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ α_j . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−1}(x) ≡ 0, ÔÏ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, α_j = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ j = max{j : α_j ≠ 0}. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ λ_i(f) =^{⟨ ^}T_i, f^⟩_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ α ∈ R^n , α ≠ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ λ =^{n−1∑}_{i=0} α_iλ_i = 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, λ(f) =^{n−1∑}_{i=0} α_i^{⟨ ^}T_i, f^⟩_n = ⟨n−1 ∑ i=0 α_i ^T_i, f ⟩ n = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ f ∈ C([a, b]). œÏÚØÍÅÍ f(x) = l_k(x) =^{n∏}_{i=1} i≠k x − x_i x_k − x_i . ðÏÓËÏÌØËÕ l_k(x_j) = δ_{kj} , ÔÏ

0 = λ(l_k) = ⟨n−1 ∑ i=0 α_i ^T_i, l_k ⟩ n =^{n∑}_{j=1}^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x_j)l_k(x_j) =^{n∑}_{j=1}^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x_j)δ_{kj} =

=^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x_k) ÄÌÑ ŒÓÅÈ k = 1, 2, . . . , n.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−1}(x) =^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1 ÉÍÅÅÔ n ÎÕÌÅÊ É ÐÏÔÏÍÕ P_{n−1}(x) ≡ 0, Ô.Å.^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. œ ÓÉÌÕ ÄÏ- ËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ α = 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ α ≠ 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). ïÂÕÓÌÏŒÌÅÎÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

þÅÂÙÛÅŒÁ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ √ 2n. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 É ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (a_{ij}), a_{ij} =^{⟨ ^}T_i,^^T_j^⟩_n , i, j = 0, 1, . . . n − 1 (5) ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ (3) ËÏÒ- ÒÅËÔÎÁ É ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (2), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ α = A^{−1} ((⟨ ^T_i, f ⟩ n ) i=0,1,...,n−1 ) . (6)

ðÏÄÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÉ x_1, . . . , x_n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÂÙÌÁ ÌÅÇËÏ ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ

x_m = y_m = a + b 2 + b − a 2 cos π(2m − 1) 2n , m = 1, 2, . . . , n (7) ÎÕÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ^^T_n ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÏÇÄÁ ⟨ ^T_i, ^T_j ⟩ n = 0 ÐÒÉ i ≠ j,^{⟨ ^}T_j,^^T_j^⟩_n = n2 ÐÒÉ j ≠ 0,^{⟨ ^}T_0,^^T_0^⟩_n = n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË^^T_j(x) = cos ( j arccos 2x − (b + a) b − a ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a, b], ÔÏ ⟨ ^T_i, ^T_j ⟩ n =^{n∑}_{m=1}^^T_i(x_m)^^T_j(x_m) =^{n∑}_{m=1} cos ( i(2m − 1)π 2n ) cos ( j (2m − 1)π 2n ) . œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ cos α cos β = 12(cos(α − β) + cos(α + β)): ⟨ ^T_i, ^T_j ⟩ n = 12^{n∑}_{m=1} cos ( (i − j)(2m − 1)π2n ) + 12^{n∑}_{m=1} cos ( (i + j)(2m − 1)π2n ) = = F (i − j) + F (i + j), (8)

§13. òáúìïöåîéå ðï íîïçïþìåîáí þåâùûåœá 38 ÇÄÅ F (k) = 12^{n∑}_{m=1} cos ( k (2m − 1)π 2n ) = = 12^{n∑}_{m=1} 12 ( exp { i k(2m − 1)π 2n } + exp { −i k(2m − 1)π 2n }) = = 14^{n∑}_{m=1} ( exp { ik(2m − 1)π 2n } + exp { ik(2(−(m − 1)) − 1)π 2n }) = = 14^{n∑}_{m=−(n−1)} exp { ik(2m − 1)π 2n } = = 14 exp { − ikπ 2n } n ∑ m=−(n−1) ( exp { ikπ n })m = = 14 exp { − ikπ 2n } ( exp { ikπ n })−n_{2n}∑ m=1 ( exp { ikπ n })m

ðÏÓËÏÌØËÕ 2n∑ m=1 q^m = q q^{2n} − 1

q − 1 ÐÒÉ q ≠ 1 2n ÐÒÉ q = 1 ÔÏ ÐÒÉ k ≠ 0

F (k) = 14 exp { − ikπ 2n } exp {−ikπ} exp { ikπ n } exp {2ikπ} − 1 exp { ikπ n } − 1 = 0,

ÔÁË ËÁË exp {2ikπ} = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k . ðÒÉ k = 0 q = exp { ikπ n } = 1 É

F (0) = 14 · 1 · 1 · 2n = n2 .

éÔÁË,

F (k) =

0 ÐÒÉ k ≠ 0 n 2 ÐÒÉ k = 0 ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ (8), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ⟨ ^T_i, ^T_j ⟩ n = 0 + 0 = 0 ÐÒÉ i ≠ j ⟨ ^T_i, ^T_i ⟩ n = n2 + 0 = n2 ÐÒÉ i ≠ 0 ⟨ ^T_0, ^T_0 ⟩ n = n2 + n2 = n

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÔÏÞÅË x_1, . . . , x_n ËÁË Œ (7) ÍÁÔÒÉÃÁ A Œ (5) ÅÓÔØ A = diag [ n, n 2 , . . . , n 2 ] (9) É ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (2), (6) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P f(x) =^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x), α_i = ⟨ ^T_i, f ⟩ n ⟨ ^T_i, ^T_i ⟩ n , i = 0, 1, . . . , n − 1. (10)

§ 13.2. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ úÁÐÉÛÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (10) ÄÌÑ α_i Œ ŒÉÄÅ ÔÁÂÌÉÃÙ

α_0 = 1

n (^^T_0(x_1)f(x_1) +^^T_0(x_2)f(x_2) + . . . +^^T_0(x_n)f(x_n) )

α_1 = 2

n (^^T_1(x_1)f(x_1) +^^T_1(x_2)f(x_2) + . . . +^^T_1(x_n)f(x_n) )

α_2 = 2

n (^^T_2(x_1)f(x_1) +^^T_2(x_2)f(x_2) + . . . +^^T_2(x_n)f(x_n) ) . . . . .

α_{n−1} = 2

n (^^T_{n−1}(x_1)f(x_1) +^^T_{n−1}(x_2)f(x_2) + . . . +^^T_{n−1}(x_n)f(x_n) )

(11)

éÚ ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ (11.1), (11.2) ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ T_n ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1, 1] ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (11.4) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ^^T_n(x) = T_n ( 2x − (b + a) b − a ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b]:

^T_0(x) = 1, ^T_1(x) = 2 x − (b + a) b − a ^T_{n+1}(x) = 2 2 x − (b + a) b − a ^T_n(x) − ^T_{n−1}(x) ÐÒÉ n > 0. (12)

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÂÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Œ ÓÕÍÍÁÈ (11) ÓÔÏÌÂÃÙ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ { ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

g_{i,j} = ^T_i(x_j)f(x_j), z_j = 2 cos π(2j − 1) n , i = 0, . . . , n − 1, j = 1, . . . , n. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (12) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, 2, . . . , n ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ

g_{0,j} = f(x_j), g_{1,j} = 12 z_jf(x_j) = 12 z_jg_{0,j}, g_{i,j} = z_jg_{i−1,j} − g_{i−2,j}, i = 2, . . . , n − 1. (13) üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁÂÌÉÃÙ (11) ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ (ÓÌÅ- ŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÔÁÂÌÉÃÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎ, ÏÎ ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ:

α_i := α_i + g_{ij}, i = 0, . . . , n − 1. (14)

ðÏÓÌÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (13), (14) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, 2, . . . , n ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i :

α_0 := 1 n α_0, α_i := 2 n α_i, i = 1, 2, . . . , n − 1. (15) ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ P f(x) =^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(x) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÆÏÒ-

ÍÕÌ (12)

^T_0(x) = 1, ^T_1(x) = z/2, P f(x) = α_0 ^T_0(x) + α_1 ^T_1(x) ^T_i(x) = z ^T_{i−1}(x) − ^T_{i−2}(x), P f(x) := P f(x) + α_i ^T_i(x) i = 2, . . . , n − 1. (16)

ÇÄÅ z = 2 2x − (b + a) b − a . § 13.3. ïÃÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ

äÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, 2, . . . , n ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

1) ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (13). îÁ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n+O(1) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ É ÓÔÏÌØ- ËÏ ÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

2) ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (14). îÁ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n + O(1) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (13) É (14) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, 2, . . . , n: n^2 +O(n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ É 2n^2+O(n) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ α_i ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (15) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ n+O(1) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ α_i , ÒÁŒÎÏ n^2 + O(n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ É 2n^2 + O(n) ÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ.

îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P f Œ ÔÏÞËÅ ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍ (16) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2n + O(1) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

§13. òáúìïöåîéå ðï íîïçïþìåîáí þåâùûåœá 41

§ 13.4. óŒÑÚØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ É ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P f ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÌ Ó ÆÕÎË- ÃÉÅÊ f Œ ËÁËÉÈ-ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÔÏÞËÁÈ (ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ (4)). ïÄÎÁËÏ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P f ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (10) ÐÏ ÔÏÞËÁÍ (7) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎ-

ÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ÕÚÌÁÍÉ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ, Ô.Å.

(P f)(x_m) = f(x_m), m = 1, 2, . . . , n (17)

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ ÎÕÌÑÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ^^T_n .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÞÉÓÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (10) Œ ÔÏÞËÁÈ x_m , m = 1, 2, . . . , n:

(P f)(x_m) =^{n−1∑}_{j=0} ⟨ ^T_j, f ⟩ n ⟨ ^T_j, ^T_j ⟩ n ^T_j(x_m) =

=^{n−1∑}_{j=0} 1⟨_^ T_j, ^T_j ⟩ n n∑ i=1 ^T_j(x_i)f(x_i) ^T_j(x_m) =

=^{n∑}_{i=1} f(x_i)^{n−1∑}_{j=0} 1⟨_^ T_j, ^T_j ⟩ n ^T_j(x_i) ^T_j(x_m)

ôÁËÏÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (17) (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÅÍÍÙ) ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ_{n−1} ∑ j=0 1 ⟨ ^T_j, ^T_j ⟩ n ^T_j(x_i) ^T_j(x_m) = δ_{im} Ô.Å. 1 n +^{n−1∑}_{j=1} 2n^^T_j(x_i)^^T_j(x_m) = δ_{im}

ÉÌÉ_{n−1∑} j=0 ^T_j(x_i) ^T_j(x_m) = n 2 δ^{im} + 1 2. (18)

éÍÅÅÍ n−1∑ j=0 ^T_j(x_i) ^T_j(x_m) = n−1∑ j=0 cos ( j (2i − 1)π 2n ) cos ( j (2m − 1)π 2n ) .

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§13. òáúìïöåîéå ðï íîïçïþìåîáí þåâùûåœá 42

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ cos α cos β = 12(cos(α − β) + cos(α + β)): n−1∑ j=0 ^T_j(x_i) ^T_j(x_m) = 12 n−1∑ j=0 cos ( j (i − m)π n ) + 12^{n−1∑}_{j=0} cos ( j (i + m − 1)π n ) = = S(i − m) + S(i + m − 1)

(19) ÇÄÅ S(k) = 12^{n−1∑}_{j=0} cos ( jkπ n ) = 14^{n−1∑}_{j=0} ( exp { ijkπ n } + exp { −ijkπ n }) = = 14

1 +^{n−1∑}_{j=−(n−1)} exp { ijkπ n } = = 14 1 − exp {ikπ} +^{n∑}_{j=−(n−1)} exp { ijkπ n } = = 14

1 − (−1)^k + exp { − ikπ(n − 1) n } 2n−1 ∑ j=0 ( exp { ikπ n })j

ðÏÓËÏÌØËÕ 2n−1∑ j=0 q^j = q^{2n} − 1

q − 1 ÐÒÉ q ≠ 1 2n ÐÒÉ q = 1 ÔÏ ÐÒÉ k ≠ 0

S(k) = 14

1 − (−1)^k + exp { − ikπ(n − 1) n } exp {2πik} − 1 exp { πik n } − 1 = 14^(1 − (−1)^{k)}

ÔÁË ËÁË exp {2πik} = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k . ðÒÉ k = 0 q = exp { πik n } = 1 É

S(0) = 14 (1 − 1 + 2n) = n2 éÔÁË, S(k) = 1 4 ( 1 − (−1)^{k)} ÐÒÉ k ≠ 0 n 2 ÐÒÉ k = 0 ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ (19), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉ i ≠ m n−1∑ j=0 ^T_j(x_i) ^T_j(x_m) = S(i − m) + S(i + m − 1) = 14 ( 1 − (−1)^{i−m)} + +14^(1 − (−1)^{i+m−1)} = 14 + 14 = 12

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§14. ëõóïþîï-íîïçïþìåîîáñ áððòïëóéíáãéñ 43

(ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ i − m É i + m − 1 ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ). ðÒÉ i = m n−1∑ j=0 ^T_j(x_i) ^T_j(x_m) = S(i − m) + S(i + m − 1) = n 2 + 1 4 ( 1 − (−1)^{2i−1)} = n2 + 12.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (18) É (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ ÌÅÍÍÁ) ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ P f ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÌÉ ŒÉÄ: ÎÁ ÏÔÒÅÚ- ËÅ [a, b] ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P f = L_m ÓÔÅÐÅÎÉ m. óÒÁŒÎÉÍ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ: ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÏÔÅÒÚÏË [a, b] ÎÁ k ÞÁÓÔÅÊ É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÂÌÉÚÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ L_n ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÁËÁÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ.

x 14. ðòåéíõýåóôœá ëõóïþîï-íîïçïþìåîîïê áððòïëóéíáãéé

ïÃÅÎËÉ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÍÅÔÏÄÏŒ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

‖f − P f‖_C ≤ const(n) dist_C (f, P_{n−1}),

(ÇÄÅ P f { ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, P_{n−1} { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ äÖÅËÓÏÎÁ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 12.3) ÐÒÉ n > r + 1 ‖f − P f‖_C ≤ const(r) ( b − a n − 1 )r ω ( f^{(r)}; b − a 2(n − 1 − r) ) . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ

‖f − P f‖_C ≤ const(n) const(r) ( b − a n − 1 )r ω ( f^{(r)}; b − a 2(n − 1 − r) ) . õŒÅÌÉÞÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f^{(r)} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏ ÌÉÂÏ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ n, ÌÉÂÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉ- ÅÍ b − a; ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a, b] ÎÁ k ÞÁÓÔÅÊ ÄÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÜÆÆÅËÔ, ÞÔÏ É ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ kn. ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÅÒÅÄ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ:

1) ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÅÛÁÔØ (Œ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ) k ÓÉÓÔÅÍ ÒÁÚÍÅÒÁ n ŒÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ kn.

2) ó ÒÏÓÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ n ÒÁÓÔÅÔ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ, Á ÐÒÉ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ n (ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ) ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ k .

§15. ëõóïþîï-ìéîåêîáñ éîôåòðïìñãéñ 44

x 15. ëõóïþîï-ìéîåêîáñ éîôåòðïìñãéñ

ðÕÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b] ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b É ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), f(x_2), . . . , f(x_n) ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C([a, b]). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ I_2f , ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó f Œ ÔÏÞËÁÈ x_i , i = 1, 2, . . . , n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

I_2f ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, 2, . . . , n − 1 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}] ÆÕÎËÃÉÑ I_2f

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÁÈ x_i É x_{i+1} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f(x_i) É f(x_{i+1}) ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

ðÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [x_i, x_{i+1}], i = 1, 2, . . . , n − 1 I_2f(x) = f(x_i) + (x − x_i)f(x_i; x_{i+1}) = f(x_i) + (x − x_i)

f(x_{i+1}) − f(x_i)

x_{i+1} − x_i (1)

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ f ∈ C^2([a, b]), ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏ-

ÓÔÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} ≤ 18 h^2 ‖f^{′′}‖_{C([a,b])} ÇÄÅ h = max i=1,2,...,n−1(x i+1 − x_i). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖f − P f‖_{C([xi,xi+1])} ≤ 12! max_{x∈[xi,xi+1]} |(x − x_i)(x − x_{i+1})| ‖f^{′′}‖_{C([xi,xi+1])}. (2) æÕÎËÃÉÑ g(x) = (x − x_i)(x − x_{i+1}) = x^2 − (x_i + x_{i+1})x + x_ix_{i+1} ≤ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [x_i, x_{i+1}] É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (x_i + x_{i+1})/2, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÏÔÒÅÚËÕ [x_i, x_{i+1}]. ðÏÓËÏÌØËÕ g(x_i) = g(x_{i+1}) = 0, ÔÏ max x∈[x_i,x_{i+1}] |g(x)| = | | |g ( x_i + x_{i+1} 2 )| | = | | |x_{i+1} − x_i 2 x_i − x_{i+1} 2 | | | = 14 (x_{i+1} − x_i)^2.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖f − P f‖_{C([xi,xi+1])} ≤ 18(x_{i+1} − x_i)^2 ‖f^{′′}‖_{C([xi,xi+1])}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} = max_{i=1,2,...,n−1} ‖f − P f‖_{C([xi,xi+1])} ≤ 18 h^2 ‖f^{′′}‖_{C([a,b])}. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_2 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÏ- ÍÁÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_1, x_n] = [a, b] Ó ÉÚÌÏÍÁÍÉ x_2 < x_3 < . . . < x_{n−1} .

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ f ∈ C([a, b]), ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏ-

ÓÔÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ

dist_C (f, S_2) ≤ ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} ≤ 2dist_C (f, S_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ [x_i, x_{i+1}], i = 1, 2, . . . , n − 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ f ∈ S_2

I_2f = f (3)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} ≥ inf_{g∈S2} ‖f − g‖_{C([a,b])} = dist_C (f, S_2). œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ I_2f ÎÁ [x_i, x_{i+1}] ‖I_2f‖_{C([a,b])} = max_{i=1,2,...,n} |(I_2f)(x_i)| = max_{i=1,2,...,n} |f(x_i)| ≤ ‖f‖_{C([a,b])}, Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ f ∈ C([a, b]) ‖I_2f‖_{C([a,b])} ≤ ‖f‖_{C([a,b])}. (4) éÍÅÅÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ g ∈ S_2 ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} = ‖(f − g) + (g − I_2f)‖_{C([a,b])}. éÓÐÏÌØÚÕÑ (3) É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ I_2 , ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} = ‖(f − g) − I_2(f − g)‖_{C([a,b])} ≤ ‖(f − g)‖_{C([a,b])} + ‖I_2(f − g)‖_{C([a,b])}. ó ÐÏÍÏÝØÀ (4) ÎÁÈÏÄÉÍ ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} ≤ ‖(f − g)‖_{C([a,b])} + ‖(f − g)‖_{C([a,b])} = 2‖(f − g)‖_{C([a,b])} ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ g ∈ S_2 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

‖f − I_2f‖_{C([a,b])} ≤ inf_{g∈S2} ‖(f − g)‖_{C([a,b])} = 2dist_C (f, S_2).

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

x 16. ëõóïþîï-ìéîåêîáñ áððòïëóéíáãéñ íåôïäïí îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÏŒÐÁÄÁ- ÀÝÕÀ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f Œ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÈÏÇÏ ËÁÞÅÓÔŒÁ. œ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÍ ÎÉÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÂÌÉÚÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÅ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÅÅ ÞÕŒÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ Ë ŒÙÂÒÏÓÁÍ Œ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

§ 16.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ

ðÕÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ L_2f ∈ S_2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ‖f − L_2f‖_{L2([a,b])} → min Ô.Å. ‖f − L_2f‖_{L2([a,b])} = inf_{g∈S2} ‖f − g‖_{L2([a,b])} (1) ÇÄÅ ‖g‖_{L2([a,b])} = (g, g)^{1/2}_{L2([a,b])}, (u, v)_{L2([a,b])} = b∫ a u(x)v(x) dx. œŒÅÄÅÍ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S_2 H_j ∈ S_2, H_j(x_i) = δ_{ij}, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n. (2) œÓÑËÁÑ g ∈ S_2 ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

g(x) =^{n∑}_{j=1} g(x_j)H_j(x). (3)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ (2) ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ^g(x) =^{n∑}_{j=1} g(x_j)H_j(x): ^g(x_i) = g(x_i),

i = 1, 2, . . . , n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ^g(x) = I_2g { ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕ- ÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ ÌÅÍÍÅ 15.2 ÄÌÑ g ∈ S_2 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (15.3). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g = ^g .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ (1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ: ÎÁÊÔÉ (α_j)_{j=1,2,...,n} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

(L_2f)(x) =^{n∑}_{j=1} α_jH_j(x) (4)

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ f − n∑ j=1 α_jH_j ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ L_2([a,b]) = inf_{g∈S2} ‖f − g‖_{L2([a,b])}. (5) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ { L_2([a, b])) ÍÉ- ÎÉÍÕÍ (5) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ (4), ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S_2 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ f − L_2f ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ S_2 . ðÏÓËÏÌØËÕ {H_i}^n_{i=1} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ S_2 , ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

S_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÓÅÍ H_i , i = 1, . . . , n:

(f − L_2f, H_i)_{L2([a,b])} = 0, ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , n,

§16. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 47

Ô.Å.

(L_2f, H_i)_{L2([a,b])} = (f, H_i)_{L2([a,b])} , i = 1, . . . , n. (6) õÓÌÏŒÉÑ (6) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (4).

éÚ (6) É (4) ÎÁÈÏÄÉÍ: n∑ j=1 (H_j, H_i)_{L2([a,b])} α_j = (f, H_i)_{L2([a,b])} , i = 1, . . . , n

ÉÌÉ_{n∑} j=1 b∫ a H_j(x)H_i(x) dx · α_j = b∫ a f(x)H_i(x) dx, i = 1, . . . , n. (7) ôÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (7) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ

F (α) = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ f − n∑ j=1 α_jH_j ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2

L_2([a,b]) = f − n∑ j=1 α_jH_j , f − n∑ j=1 α_jH_j L_2([a,b])

→ min

ÐÕÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F (α): ∂F ∂α_i = ∂ ∂α f − n∑ j=1 α_jH_j , f − n∑ j=1 α_jH_j L_2([a,b]) + + f − n∑ j=1 α_jH_j , ∂ ∂α f − n∑ j=1 α_jH_j L_2([a,b]) = = −2H_i , f −^{n∑}_{j=1} α_jH_j L_2([a,b])

É ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÎÉÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ∂F∂α_i Œ ÔÏÞËÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ: ∂F ∂α_i = 0 , i = 1, . . . , n. § 16.2. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ œÙÞÉÓÌÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÉÓÔÅÍÙ (7). ôÁË ËÁË

supp H_i = [x_{i−1}, x_{i+1}] ÐÒÉ i = 2, 3, . . . , n − 1,

supp H_1 = [x_1, x_2], supp H_n = [x_{n−1}, x_n], ÔÏ (H_j, H_i)_{L2([a,b])} = 0 ÐÒÉ |i − j| > 1.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ðÏÜÔÏÍÕ Œ i-ÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (7) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3-È ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ:

(H_{i−1}, H_i)_{L2([a,b])} ÐÒÉ α_{i−1} É i = 2, 3, . . . , n, (H_i, H_i)_{L2([a,b])} ÐÒÉ α_i É i = 1, 2, . . . , n, (H_{i+1}, H_i)_{L2([a,b])} ÐÒÉ α_{i+1} É i = 1, 2, . . . , n − 1.

1. œÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÑ i = 1, 2, . . . , n − 1

(H_i, H_{i+1})_{L2([a,b])} = ∫ supp H_i∩supp H_{i+1}

H_i(x)H_{i+1}(x) dx = x_{i+1}∫

x_i H_i(x)H_{i+1}(x) dx. ôÁË ËÁË H_i , H_{i+1} ∈ S_2 { ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ É H_i(x_i) = 1, H_i(x_{i+1}) = 0, H_{i+1}(x_i) = 0, H_{i+1}(x_{i+1}) = 1, ÔÏ

H_i(x) = x − x_{i+1} x_i − x_{i+1} ÐÒÉ

x ∈ [x_i, x_{i+1}]

H_{i+1}(x) = x − x_i x_{i+1} − x_i ÐÒÉ

x ∈ [x_i, x_{i+1}]

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(H_i, H_{i+1})_{L2([a,b])} = 1(x_{i+1} − x_i)_2 x_{i+1}∫

x_i (x − x_i)(x_{i+1} − x) dx = = 1 (x_{i+1} − x_i)^2 x_{i+1}∫

x_i (x − x_i)((x_{i+1} − x_i) + x_i − x) dx = = 1 (x_{i+1} − x_i)^2 x_{i+1}∫

x_i ( (x_{i+1} − x_i)(x − x_i) − (x − x_i)^{2)} dx = = 1 (x_{i+1} − x_i)^2 ( 1 2(x^{i+1} − x^i)^3 − 1 3(x^{i+1} − x^i)^3 ) = 16(x_{i+1} − x_i)

2. úÁÍÅÎÏÊ ÉÎÄÅËÓÏŒ i := i − 1, i + 1 := i Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ i = 2, 3, . . . , n (H_{i−1}, H_i)_{L2([a,b])} = 16(x_i − x_{i−1})

3. œÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÑ i = 2, 3, . . . , n − 1

(H_i, H_i)_{L2([a,b])} = x_{i+1}∫

x_i�_1

H^2_i (x) dx = x_i∫

x_i�_1

H^2_i (x) dx + x_{i+1}∫

x_i H^2_i (x) dx.

§16. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 49

éÍÅÅÍ:

x_i�_1∫

x_i H^2_i (x) dx = x_i∫

x_i�_1 ( x − x_{i−1} x_i − x_{i−1} )2 dx = 13(x_i − x_{i−1}) x_{i+1}∫

x_i H^2_i (x) dx = x_{i+1}∫

x_i ( x − x_{i+1} x_i − x_{i+1} )2 dx = 1 (x_i − x_{i+1})^2 1 3 ( −(x_i − x_{i+1})^{3)} =

= 13(x_{i+1} − x_i)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(H_i, H_i)_{L2([a,b])} = 13(x_i − x_{i−1}) + 13(x_{i+1} − x_i) = 13(x_{i+1} − x_{i−1})

4. œÙÞÉÓÌÉÍ

(H_1, H_1)_{L2([a,b])} =

x_2∫

x_1

H^2_1 (x) dx =

x_2∫

x_1 ( x − x_2 x_1 − x_2 )2 dx = 13(x_2 − x_1)

5. œÙÞÉÓÌÉÍ

(H_n, H_n)_{L2([a,b])} = xn∫ x_n�_1

H^2_n(x) dx = xn∫ x_n�_1 ( x − x_{n−1} x_n − x_{n−1} )2 dx = 13(x_n − x_{n−1})

éÔÁË, ÓÉÓÔÅÍÁ (7) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ: 1 3(x^2 − x^1)α^1 + 1 6(x^2 − x^1)α^2 =

x_2∫

x_1 H_1(x)f(x) dx 1 6(x^i − x^{i−1})α^{i−1} + 1 3(x^{i+1} − x^{i−1})α^i + 1 6(x^{i+1} − x^i)α^{i+1} = x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)f(x) dx, i = 2, 3, . . . , n − 1 1 6(x^n − x^{n−1})α^{n−1} + 1 3(x^n − x^{n−1})α^n = xn∫ x_n�_1 H_n(x)f(x) dx åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ x_0 = x_1 , x_{n+1} = x_n , ÔÏ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÂÏÌÅÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ŒÉÄÅ 1 6(x^i −x^{i−1})α^{i−1} + 1 3(x^{i+1} −x^{i−1})α^i + 1 6(x^{i+1} −x^i)α^{i+1} = x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)f(x) dx, i = 1, . . . , n (8) (α_0 É α_{n+1} ŒÈÏÄÑÔ ÓÀÄÁ Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§16. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 50

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÁÔÒÉÃÁ A = (a_{ij}) ∈ M_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-

ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ |a_{ii}| ≥ n∑ j=1 j≠i |a_{ij}|, i = 1, 2, . . . , n. íÁÔÒÉÃÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÌÁ- ÄÁÎÉÅÍ. óÉÓÔÅÍÙ Ó ÔÁËÉÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÏÂÙÞÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÂÅÚ ŒÙÂÏÒÁ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

§ 16.3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ f ∈ C([a, b]), ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ L_2f ÓÐÒÁŒÅÄ-

ÌÉŒÁ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ‖L_2f‖_{C([a,b])} ≤ 3‖f‖_{C([a,b])}. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË H_j(x_i) = δ_{ij} , ÔÏ ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ (4) ‖L_2f‖_{C([a,b])} = max_{i=1,...,n} |(L_2f)(x_i)| = max_{i=1,...,n} | | | | | n∑ j=1 α_jH_j(x_i) | | | | | = max_{i=1,...,n} |α_i|. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ |α_j| = max_{i=1,...,n} |α_i| = ‖L_2f‖_{C([a,b])}. (9) õÍÎÏÖÉÍ j -ÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÎÁ 6x_{j+1} − x_{j−1} , ÐÏÌÕÞÉÍ

γ_{j−1}α_{j−1} + 2α_j + γ_{j+1}α_{j+1} = 6 x_{j+1} − x_{j−1} x_{j+1}∫

x_j�_1 H_j(x)f(x) dx, (10) ÇÄÅ γ_{j−1} = x_j − x_{j−1} x_{j+1} − x_{j−1} , γ_{j+1} = x_{j+1} − x_j x_{j+1} − x_{j−1} , γ_{j−1} + γ_{j+1} = 1. (11)

éÚ (10) ÉÍÅÅÍ 2|α_j| ≤ 6x_{j+1} − x_{j−1} | | | | | | x_{j+1}∫

x_j�_1 H_j(x)f(x) dx | | | | | | + |γ_{j−1}α_{j−1} + γ_{j+1}α_{j+1}|. (12)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ |γ_{j−1}α_{j−1} + γ_{j+1}α_{j+1}| ≤ γ_{j−1}|α_{j−1}| + γ_{j+1}|α_{j+1}|. œ ÓÉÌÕ (9)

|γ_{j−1}α_{j−1} + γ_{j+1}α_{j+1}| ≤ γ_{j−1}|α_j| + γ_{j+1}|α_j| = (γ_{j−1} + γ_{j+1})|α_j|

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§16. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 51

œ ÓÉÌÕ (11) |γ_{j−1}α_{j−1} + γ_{j+1}α_{j+1}| ≤ |α_j|. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (12), ÎÁÈÏÄÉÍ 2|α_j| ≤ 6x_{j+1} − x_{j−1} | | | | | | x_{j+1}∫

x_j�_1 H_j(x)f(x) dx | | | | | | + |α_j|. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ |α_j| ≤ 6 x_{j+1} − x_{j−1} x_{j+1}∫

x_j�_1 H_j(x) dx · ‖f‖_{C([xj}�_{1,xj+1])}. (13) ðÏÓËÏÌØËÕ x_{j+1}∫

x_j�_1 H_j(x) dx = x_j∫

x_j�_1 x − x_{j−1} x_j − x_{j−1} dx + x_{j+1}∫

x_j x − x_{j+1} x_j − x_{j+1} dx = = 12(x_j − x_{j−1}) + 12(x_{j+1} − x_j) = 12(x_{j+1} − x_{j−1}),

ÔÏ ÉÚ (9) É (13) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖L_2f‖_{C([a,b])} = |α_j| ≤ 3‖f‖_{C([xj}�_{1,xj+1])} ≤ 3‖f‖_{C([a,b])}. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ f ∈ C([a, b]), ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏ-

ÓÔÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ

dist_C (f, S_2) ≤ ‖f − L_2f‖_{C([a,b])} ≤ 4dist_C (f, S_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÐÒÏÅËÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÁ ÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÔÏ

L_2f = f ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ S_2. (14)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ‖f − L_2f‖_{C([a,b])} ≥ inf_{g∈S2} ‖f − g‖_{C([a,b])} = dist_C (f, S_2). éÍÅÅÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ g ∈ S_2 ‖f − L_2f‖_{C([a,b])} = ‖(f − g) + (g − L_2f)‖_{C([a,b])}. éÓÐÏÌØÚÕÑ (14) É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ L_2 , ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ‖f − L_2f‖_{C([a,b])} = ‖(f − g) − L_2(f − g)‖_{C([a,b])} ≤ ‖(f − g)‖_{C([a,b])} + ‖L_2(f − g)‖_{C([a,b])}.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1 ÎÁÈÏÄÉÍ ‖f − L_2f‖_{C([a,b])} ≤ ‖(f − g)‖_{C([a,b])} + 3‖(f − g)‖_{C([a,b])} = 4‖(f − g)‖_{C([a,b])} ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ g ∈ S_2 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

‖f − L_2f‖_{C([a,b])} ≤ inf_{g∈S2} 4‖(f − g)‖_{C([a,b])} = 4dist_C (f, S_2).

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ f ∈ C^{(2)}([a, b]), ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛ-

ÎÏÓÔÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ‖f − L_2f‖_{C([a,b])} ≤ 12 h^2 ‖f^{′′}‖_{C([a,b])}, ÇÄÅ h = max i=1,2,...,n−1(xi+1 − xi). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 15.2 dist_C (f, S_2) ≤ ‖f − I_2f‖_{C([a,b])}.

ðÏ ÌÅÍÍÅ 15.1 dist_C (f, S_2) ≤ ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} ≤ 18 h^2 ‖f^{′′}‖_{C([a,b])}.

œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2

‖f − L_2f‖_{C([a,b])} ≤ 4 dist_C (f, S_2) ≤ 12 h^2 ‖f^{′′}‖_{C([a,b])}.

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

§ 16.4. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕÍÅÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÙ ŒÉÄÁ_{xi+1∫}

x_i�_1 H_i(x)f(x) dx, i = 1, 2, . . . , n. ïÂÙÞÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ: ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = y_1 < y_2 < . . . < y_N = b É ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ: f(y_1), f(y_2), . . . , f(y_N ), ÚÄÅÓØ N > n. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÁÇÁÀÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)f(x) dx ≈ x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)(I_2f)(x) dx i = 1, 2, . . . , n, (15)

§16. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 53

ÇÄÅ I_2f { ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ

y_1, y_2, . . . , y_N . éÎÔÅÇÒÁÌÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (15) ŒÙÞÉÓÌÑ-

ÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ŒÙÛÅ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ, ŒÎÏÓÉÍÁÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÎÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (15) ÎÁ ÐÒÁŒÕÀ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÏÃÅÎÅÎÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 15.1: | | | | | | x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)f(x) dx − x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)(I_2f)(x) dx | | | | | | ≤ 1 8 h^2‖f^{′′}‖^{C([a,b])}C^i, ÇÄÅ C_i = x_{i+1}∫

x_i�_1

H_i(x) dx = 12(x_{i+1} − x_{i−1}) ≤ h É h = max i=1,2,...,n−1(xi+1 − xi). ðÏÜÔÏÍÕ_| | | | | | x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)f(x) dx − x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)(I_2f)(x) dx | | | | | | ≤ 1 8 h^3‖f^{′′}‖^{C([a,b])} ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ N > n ŒÁÖÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ N = n, Ô.Å. Ï

ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÌÉÛØ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), f(x_2), . . . , f(x_n) Œ ÔÏÞËÁÈ

x_1, x_2, . . . , x_n .

1. œÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÑ i = 1, 2, . . . , n − 1 x_{i+1}∫

x_i H_i(x)f(x) dx. (16) ðÒÉÂÌÉÚÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}] ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉ-

ÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ L^{(i)}_2 ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_i

É x_{i+1} :

L^{(i)}_2 (x) = f(x_i) + (x − x_i)f(x_i; x_{i+1}) = f(x_i) + (x − x_i)

f(x_{i+1}) − f(x_i) x_{i+1} − x_i . ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [x_i, x_{i+1}] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(x) − L^{(i)}_2 (x) = 12!(x − x_i)(x − x_{i+1}) f^{′′}(ξ(x))

ÇÄÅ ξ(x) ∈ [x_i, x_{i+1}]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, | | | | | | x_{i+1}∫

x_i H_i(x)f(x) dx − x_{i+1}∫

x_i H_i(x)L^{(i)}_2 dx | | | | | | ≤ | | | | | | x_{i+1}∫

x_i 1 2!(x − x^i)(x − x^{i+1}) f^{′′}(ξ(x)) dx | | | | | | ≤ ≤ 1 2‖f^{′′}‖^{C([xi,xi+1])} x_{i+1}∫

x_i (x − x_i)(x_{i+1} − x) dx.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§16. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 54

ðÏÓËÏÌØËÕ x_{i+1}∫

x_i (x − x_i)(x_{i+1} − x) dx = x_{i+1}∫

x_i (x − x_i)((x_{i+1} − x_i) − (x − x_i)) dx =

= 12(x_{i+1} − x_i)^3 − 13(x_{i+1} − x_i)^3 = 16(x_{i+1} − x_i)^3,

(17)

ÔÏ_| | | | | x_{i+1}∫

x_i H_i(x)f(x) dx − x_{i+1}∫

x_i H_i(x)L^{(i)}_2 dx | | | | | ≤ 1 12 (x^{i+1} − x^i)^3 ‖f^{′′}‖^{C([xi,xi+1])}. (18)

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (16) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ: x_{i+1}∫

x_i H_i(x)f(x) dx ≈ x_{i+1}∫

x_i H_i(x)L^{(i)}_2 (x) dx (19)

Ó ÏÛÉÂËÏÊ (18).

éÍÅÅÍ x_{i+1}∫

x_i H_i(x)L^{(i)}_2 dx = x − x_{i+1} x_i − x_{i+1} (

f(x_i) + (x − x_i)f(x_i; x_{i+1})) dx =

= 1x_{i+1} − x_i f(x_i) x_{i+1}∫

x_i (x_{i+1} − x) dx + f(x_i; x_{i+1}) x_{i+1}∫

x_i (x − x_i)(x_{i+1} − x) dx ó ÐÏÍÏÝØÀ (17) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ: x_{i+1}∫

x_i H_i(x)L^{(i)}_2 dx = 1 x_{i+1} − x_i ( f(x_i)12(x_{i+1} − x_i)^2 + f(x^{i+1}) − f(x^i) x_{i+1} − x_i 1 6(x^{i+1} − x^i)^3 )

= (x_{i+1} − x_i) ( 1 2f(x^i) + 1 6(f(x^{i+1}) − f(x^i)) ) = 16(x_{i+1} − x_i)(2f(x_i) + f(x_{i+1})).

éÔÁË, Œ ÓÉÌÕ (19), (18) ÐÏÌÕÞÁÅÍ: x_{i+1}∫

x_i H_i(x)f(x) dx ≈ 16(x_{i+1} − x_i)(2f(x_i) + f(x_{i+1})), (20)

Ó ÏÛÉÂËÏÊ | | | | | x_{i+1}∫

x_i H_i(x)f(x) dx − 16(x_{i+1} − x_i)(2f(x_i) + f(x_{i+1})) | | | | | ≤ 1 12 (x^{i+1} − x^i)^3 ‖f^{′′}‖^{C([xi,xi+1])}. (21)

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÑ i = 2, 3, . . . , n x_i∫

x_i�_1

H_i(x)f(x) dx ≈ 16(x_i − x_{i−1})(2f(x_i) + f(x_{i−1})), (22)

Ó ÏÛÉÂËÏÊ | | | | | | x_i∫

x_i�_1

H_i(x)f(x) dx − 16(x_i − x_{i−1})(2f(x_i) + f(x_{i−1})) | | | | | | ≤ 1 12 (x^i − x^{i−1})^3 ‖f^{′′}‖^{C([xi}�^{1,xi])}. (23) œÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ (8):

1. æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ^{x2∫}_{x1} H_1(x)f(x) dx ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (20), (21) ÐÒÉ i = 1. 2. œÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÑ i = 2, 3, . . . , n − 1

(H_i, f)_{L2([a,b])} = x_{i+1}∫

x_i�_1 H_i(x)f(x) dx = x_i∫

x_i�_1 H_i(x)f(x) dx + x_{i+1}∫

x_i H_i(x)f(x) dx. œ ÓÉÌÕ (20), (21), (22), (23)

(H_i, f)_{L2([a,b])} ≈ 16(x_{i+1} − x_i)(2f(x_i) + f(x_{i+1})) + 16(x_i − x_{i−1})(2f(x_i) + f(x_{i−1})),

= 16(x_i − x_{i−1})f(x_{i−1}) + 13(x_{i+1} − x_{i−1})f(x_i) + 16(x_{i+1} − x_i)f(x_{i+1})

Ó ÏÛÉÂËÏÊ_| | |(H_i, f)_{L2([a,b])} − − ( 1 6(x^i − x^{i−1})f(x^{i−1}) + 1 3(x^{i+1} − x^{i−1})f(x^i) + 1 6(x^{i+1} − x^i)f(x^{i+1}) )| | | ≤ ≤ 1 12(x^{i+1} − x^i)^3‖f^{′′}‖^{C([xi,xi+1])} + 1 12(x^i − x^{i−1})^3‖f^{′′}‖^{C([xi}�^{1,xi])} ≤ ≤ 1 12‖f^{′′}‖^{C([xi}�^{1,xi+1])} ( (x_{i+1} − x_i)^3 + (x_i − x_{i−1})^{3)}

3. æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ^{xn∫}_{xn} �1 H_n(x)f(x) dx ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (22), (23) ÐÒÉ i = n − 1.

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ x_0 = x_1 , x_{n+1} = x_n , ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÂÏÌÅÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ŒÉÄÅ:

(H_i, f)_{L2([a,b])} ≈ 16(x_i −x_{i−1})f(x_{i−1})+ 13(x_{i+1} −x_{i−1})f(x_i)+ 16(x_{i+1} −x_i)f(x_{i+1}), (24)

ÇÄÅ ÏÛÉÂËÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ | |(H_i, f)_{L2([a,b])} − − ( 1 6(x^i − x^{i−1})f(x^{i−1}) + 1 3(x^{i+1} − x^{i−1})f(x^i) + 1 6(x^{i+1} − x^i)f(x^{i+1}) )| | | ≤ ≤ 1 12 ( (x_{i+1} − x_i)^3 + (x_i − x_{i−1})^{3)} ‖f^{′′}‖_{C([xi}�_{1,xi+1])}

(25) åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ h = max i=1,2,...,n−1(x i+1 − x_i), ÔÏ ÏÛÉÂËÕ (25) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ | | |(H_i, f)_{L2([a,b])} − − ( 1 6(x^i − x^{i−1})f(x^{i−1}) + 1 3(x^{i+1} − x^{i−1})f(x^i) + 1 6(x^{i+1} − x^i)f(x^{i+1}) )| | ≤ ≤ 1 6h^3‖f^{′′}‖^{C([xi}�^{1,xi+1])}

(26)

éÚ ŒÉÄÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) É ÅÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (24) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ α_i = f(x_i), Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ, ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÅÊ: L_2f = I_2f .

x 17. áððòïëóéíáãéñ íîïçïþìåîáíé þåâùûåœá íåôïäïí îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ

úÁÄÁÞÁ ÐÏÓÔÏÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f ∈ P_{n−1} , ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÎÏÒÍÅ L_2 (Ô.Å. ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ‖f −P f‖_{L2} ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÊ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ‖f − P f‖_∗ , ÇÄÅ ‖ · ‖_∗ { ÎÏÒÍÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_2 Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ŒÅÓÏÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÅÇËÏ.

§ 17.1. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ

ìÅÍÍÁ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} (ÓÍ. (13.3)) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b] ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_{n−1} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} ÄÏ- ËÁÚÁÎÁ Œ ÌÅÍÍÅ 13.1.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−1} ∈ P_{n−1} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} .

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ (13.7) ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ \ÓËÁÌÑÒÎÏÅ" ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (13.1) É ÐÏ- ÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (13.10) ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} ÄÌÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ f = P_{n−1} . œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 13.3 P_{n−1}(x_i) = P f(x_i), i = 1, 2, . . . , n. ðÏÓËÏÌØËÕ

P_{n−1} É P f ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1 É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ n

ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ P_{n−1} ≡ P f . éÔÁË, ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−1} ∈ P_{n−1} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉ- ÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} (ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ ÎÁÍÉ ÑŒÎÏ, ÓÍ. (13.10)).

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

§17. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 57

ìÅÍÍÁ 2. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ^^T_0,^^T_1, . . . ,^^T_{n−1} ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b] ÕÄÏŒÌÅ-

ÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ: b∫ a ^T_i(y) ^T_j(y) √ (b − y)(y − a) dy = π2 δ_{ij}, i^2 + j^2 ≠ 0, b∫ a ^T^2_0 (y) √ (b − y)(y − a) dy = π. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ T_0, T_1, . . . , T_{n−1} ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ [−1, 1] ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ: 1∫ −1 T_i(x)T_j(x) √ 1 − x^2 dx = π2 δ_{ij}, i^2 + j^2 ≠ 0, 1∫ −1 T^2_0 (x) √ 1 − x^2 dx = π. (1) éÍÅÅÍ: 1∫ −1 T_i(x)T_j(x) √ 1 − x^2 dx = 1∫ −1 1 √ 1 − x^2 cos(i arccos x) cos(j arccos x) dx.

óÄÅÌÁÅÍ ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÕ x = cos θ , θ ∈ [0, π]: 1∫ −1 T_i(x)T_j(x) √ 1 − x^2 dx = 0∫ π 1 sin θ cos(iθ) cos(jθ)(− sin θ) dθ = = π∫ 0 cos(iθ) cos(jθ) dθ =

= 12 π∫ 0 cos((i − j)θ) dθ + 12 π∫ 0 cos((i + j)θ) dθ =

= 12(I(i − j) + I(i + j)), ÇÄÅ I(k) = π∫ 0 cos(kθ) dθ = 1 k sin(kθ)^|^π_0 = 0, k ≠ 0 ∫ π 0 1 dθ = π, k = 0 = πδ_{k,0}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, 1∫ −1 T_i(x)T_j(x) √ 1 − x^2 dx = 12πδ_{i,j} + 12πδ_{i,−j} = 1 2 πδ_{ij}, i^2 + j^2 ≠ 0 π, i = j = 0 óÄÅÌÁÅÍ ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (11.4): x = x(y), x : [a, b] → [−1, 1], x(y) = 2y − (b + a) b − a : 1∫ −1 T_i(x)T_j(x) √ 1 − x^2 dx = b∫ a 1 √ 1 −^{( 2y−(b+a)}_{b−a}^{)2} ^T_i(y) ^T_j(y) 2 b − a dy

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ôÁË ËÁË 1 √ 1 −^{( 2y−(b+a)}_{b−a}^{)2} = 1b − a^√(b − a)^2 − (2y − (b + a))^2 =

= 1b − a^√(b − a − (2y − (b + a)))(b − a + 2y − (b + a)) =

= 1b − a^√(2b − 2y)(2y − 2a) = 2b − a^√(b − y)(y − a) ÔÏ_{1∫} −1 T_i(x)T_j(x) √ 1 − x^2 dx = b∫ a ^T_i(y) ^T_j(y) √ (b − y)(y − a) dy éÚ (1) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

§ 17.2. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ œŒÅÄÅÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ [u, v] = b∫ a u(y)v(y) √ (b − y)(y − a) dy, ÎÏÒÍÕ ‖u‖_∗ = [u, u]^{1/2} É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^∗_2([a, b]) = { f : ‖f‖_∗ < ∞ }. œ ÓÉÌÕ_{b∫} a dy √ (b − y)(y − a) < ∞ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ C([a, b]) ⊂ L^∗_2([a, b]).

ðÏ ÍÅÔÏÄÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^∗_2([a, b]) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ P f ∈ P_{n−1} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ‖f − P f‖_∗ = inf_{g∈Pn} �1 ‖f − g‖_∗. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ P f Œ ŒÉÄÅ

P f =^{n−1∑}_{j=0} α_j^^T_j. (2)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ {α_j}^{n−1}_{j=0} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ‖f − n−1∑ j=0 α_j ^T_j‖_∗ = inf_{g∈Pn} �1 ‖f − g‖_∗.

§17. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 59

œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^∗_2[a, b] ÍÉÎÉÍÕÍ ‖f −P f‖_∗ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎË- ÃÉÉ P f , ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ f ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_{n−1} =^{⟨ ^}T_j^{⟩n−1}_{j=0} . óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ f − P f ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ P_{n−1} . ôÁË ËÁË^{{ ^}T_j^{}n−1}_{j=0} { ÂÁÚÉÓ P_{n−1} , ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ P_{n−1} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ^T_i , i = 0, 1, . . . , n − 1: [ f − P f, ^T_i ] = 0, i = 0, 1, . . . , n − 1, Ô.Å._[ P f, ^T_i ] =^[f,^^T_i^] , i = 0, 1, . . . , n − 1. (3) õÓÌÏŒÉÑ (3) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (2).

éÚ (3) É (2) ÎÁÈÏÄÉÍ: n−1∑ j=0 [ ^T_j, ^T_i ] α_j = [ f, ^T_i ] , i = 0, 1, . . . , n − 1. (4) œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 [ ^T_j, ^T_i ] = δ_{ij}^{[ ^}T_i,^^T_i^] i, j = 0, 1, . . . , n − 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (4) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

α_i = [ f, ^T_i ] [ ^T_i, ^T_i ] i = 0, 1, . . . , n − 1, Ô.Å.

α_0 = 1 π [ f, ^T_0 ] , α_i = 2 π [ f, ^T_i ] , i = 1, 2, . . . , n − 1, (5) § 17.3. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (5) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÙ [ f, ^T_i ] = b∫ a f(y)^^T_i(y) √ (b − y)(y − a) dy œŒÅÄÅÍ ÔÏÞËÉ a = y_0 < y_1 < . . . < y_N = b (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, y_j = a + jh, h = b − aN , j = 0, 1, . . . , N , N > 0, ÞÁÓÔÏ N ∼ n). ôÏÇÄÁ [ f, ^T_i ] =^{N−1∑}_{j=0} y_{j+1}∫

y_j f(y)^^T_i(y) √ (b − y)(y − a) dy (6)

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§17. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 60

ðÒÉÂÌÉÚÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

g(y) = f(y)^^T_i(y) (7)

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [y_j, y_{j+1}] ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁ-

ÇÒÁÎÖÁ L^{(j)}_2 ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ y_j É y_{j+1} :

L^{(j)}_2 (y) = g(y_j) + (y − y_j)g(y_j; y_{j+1}) = g(y_j) + (y − y_j)

g(y_{j+1}) − g(y_j) y_{j+1} − y_j . ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 15.1 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

‖g − L^{(j)}_2 ‖_{C([yj ,yj+1])} ≤ 18 (y_{j+1} − y_j)^2 ‖g^{′′}‖_{C([yj ,yj+1])}.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,_| | | | | | | y_{j+1}∫

y_j g(y) √ (b − y)(y − a) dy − y_{j+1}∫

y_j L^{(j)}_2 √ (b − y)(y − a) dy | | | | | | ≤ ≤ 1 8 (y^{j+1} − y^j)^2 ‖g^{′′}‖^{C([yj ,yj+1])} y_{j+1}∫

y_j 1 √ (b − y)(y − a) dy = = 18 (y_{j+1} − y_j)^2 ‖g^{′′}‖_{C([yj ,yj+1])}C_j(a, b) (8)

ÇÄÅ C_j(a, b) = y_{j+1}∫

y_j 1 √ (b − y)(y − a) dy. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ y_{j+1}∫

y_j g(y) √ (b − y)(y − a) dy ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏ-

ÓÏÂÏÍ:_{yj+1∫} y_j g(y) √ (b − y)(y − a) dy ≈ y_{j+1}∫

y_j L^{(j)}_2 (y) √ (b − y)(y − a) dy Ó ÏÛÉÂËÏÊ (8). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (6), ÎÁÈÏÄÉÍ [ f, ^T_i ] ≈ N−1∑ j=0 y_{j+1}∫

y_j L^{(j)}_2 (y) √ (b − y)(y − a) dy (9) Ó ÏÛÉÂËÏÊ | | | | | | [ f, ^T_i ] − N−1∑ j=0 y_{j+1}∫

y_j L^{(j)}_2 (y) √ (b − y)(y − a) dy | | | | | | ≤ N−1∑ j=0 1 8 (y^{j+1} − y^j)^2 ‖g^{′′}‖^{C([yj ,yj+1])}C^j(a, b) ≤ ≤ 1 8 ‖g^{′′}‖^{C([a,b])} h^2 N−1∑ j=0 C_j(a, b) = = 18 C(a, b) h^2 ‖(f^^T_i)^{′′}‖_{C([a,b])}

(10)

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§17. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 61 ÇÄÅ h = max j=0,1,...,N−1( y_{j+1} − y_j), C(a, b) = b∫ a 1 √ (b − y)(y − a) dy. œÙÞÉÓÌÉÍ y_{j+1}∫

y_j L^{(j)}_2 (y) √ (b − y)(y − a) dy = y_{j+1}∫

y_j g(y_j) + (y − y_j)g(y_j; y_{j+1}) √ (b − y)(y − a) dy = = (g(y_j) − y_jg(y_j; y_{j+1})) y_{j+1}∫

y_j dy √ (b − y)(y − a) + g(y_j; y_{j+1}) y_{j+1}∫

y_j y dy √ (b − y)(y − a) (11) ôÁË ËÁË ∫ dy √ (b − y)(y − a) | | | | | y= b+a2 + b−a2 x = ∫ b−a 2 dx b−a 2 √ 1 − x^2 = ∫ dx √ 1 − x^2

= arcsin x, ÔÏ a_j = y_{j+1}∫

y_j dy √ (b − y)(y − a) = arcsin 2y − (b + a) b − a | | | | y_{j+1}

y_j . (12)

ôÁË ËÁË ∫ ydy √ (b − y)(y − a) | | | | | y= b+a2 + b−a2 x = ∫ ( b+a 2 +^{b−a}_2 x^{) b−a}_2 dx b−a 2 √ 1 − x^2 = ∫ b + a 2 dx √ 1 − x^2 + + ∫ b − a 2 x dx √ 1 − x^2

= b + a2 arcsin x + b − a2^( − √ 1 − x^{2)} ÔÏ b_j = y_{j+1}∫

y_j y dy √ (b − y)(y − a) = b + a2 a_j − b − a2 1 − ( 2y − (b + a) b − a )2 | | | | | |

y_{j+1}

y_j . (13)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ (12) É (13) Œ (11), ÐÏÌÕÞÁÅÍ y_{j+1}∫

y_j L^{(j)}_2 (y) √ (b − y)(y − a) dy = (g(y_j) − y_jg(y_j; y_{j+1}))a_j + g(y_j; y_{j+1})b_j =

= a_jg(y_j) + (b_j − a_jy_j)g(y_j; y_{j+1})) = a_jg(y_j) + (b_j − a_jy_j)g(y^{j+1}) − g(y^j)y_{j+1} − y_j = = ( a_j − b_j − a_jy_j y_{j+1} − y_j ) g(y_j) + b^j − a^jy^j y_{j+1} − y_j g(y_{j+1}) = a^jy^{j+1} − b^j y_{j+1} − y_j g(y_j) + b^j − a^jy^j y_{j+1} − y_j g(y_{j+1})

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§17. íåôïä îáéíåîøûéè ëœáäòáôïœ 62

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

c_j = a_jy_{j+1} − b_j y_{j+1} − y_j , d_j = b_j − a_jy_j y_{j+1} − y_j . (14)

ôÏÇÄÁ_{yj+1∫} y_j L^{(j)}_2 (y) √ (b − y)(y − a) dy = c_jg(y_j) + d_jg(y_{j+1}).

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (9), ÎÁÈÏÄÉÍ [ f, ^T_i ] ≈ N−1∑ j=0 (c_jg(y_j) + d_jg(y_{j+1})) =^{N−1∑}_{j=0} c_jg(y_j) +^{N∑}_{j=1} d_{j−1}g(y_j) =

= c_0g(y_0) +^{N−1∑}_{j=1} (c_j + d_{j−1})g(y_j) + d_{N−1}g(y_N )

œ ÓÉÌÕ (7) ÉÍÅÅÍ [ f, ^T_i ] ≈ c_0f(y_0) ^T_i(y_0) + N−1∑ j=1 (c_j + d_{j−1})f(y_j)^^T_i(y_j) + d_{N−1}f(y_N )^^T_i(y_N )

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

u_0 = c_0f(y_0), u_j = (c_j + d_{j−1})f(y_j), j = 1, 2, . . . , N − 1, u_N = d_{N−1}f(y_N ), (15)

(ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ u_j ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ i). ôÏÇÄÁ [ f, ^T_i ] ≈ N∑ j=0 u_j ^T_i(y_j) (16)

Ó ÏÛÉÂËÏÊ (ÓÍ. (10)) | | | | | [ f, ^T_i ] − N∑ j=0 u_j ^T_i(y_j) | | | | | ≤ 1 8 C(a, b) h^2 ‖(f^^T^i)^{′′}‖^{C([a,b])} (17)

§ 17.4. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ œÎÁÞÁÌÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ (12), (13), (14), (15) ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ u_j , j = 0, 1, . . . , N . üÔÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ N ÞÉÓÌÏ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

úÁÔÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (16) ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ (5):

α_0 = 1 π N∑ j=0 u_j ^T_0(y_j), α_i = 2 π N∑ j=0 u_j ^T_i(y_j), i = 1, 2, . . . , n − 1, (18)

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ âÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ.

úÁÐÉÛÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (18) ÄÌÑ α_i Œ ŒÉÄÅ ÔÁÂÌÉÃÙ

α_0 = 1

π ( u_0^^T_0(y_1) + u_1^^T_0(y_2) + . . . + u_N^^T_0(y_N ) )

α_1 = 2

π ( u_0^^T_1(y_1) + u_1^^T_1(y_2) + . . . + u_N^^T_1(y_N ) )

α_2 = 2

π ( u_0^^T_2(y_1) + u_1^^T_2(y_2) + . . . + u_N^^T_2(y_N ) ) . . . . .

α_{n−1} = 2

π ( u_0^^T_{n−1}(y_1) + u_1^^T_{n−1}(y_2) + . . . + u_N^^T_{n−1}(y_N ) )

(19)

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (13.12), ÂÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Œ ÓÕÍ- ÍÁÈ (19) ÓÔÏÌÂÃÙ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ { ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

g_{i,j} = u_j ^T_i(y_j), z_j = 22 y_j − (b + a) b − a , i = 0, . . . , n − 1, j = 0, 1, . . . , N. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (13.12) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 0, 1, . . . , N ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ

g_{0,j} = u_j, g_{1,j} = 12 z_ju_j = 12 z_jg_{0,j}, g_{i,j} = z_jg_{i−1,j} − g_{i−2,j}, i = 2, . . . , n − 1. (20)

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁÂÌÉÃÙ (19) ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ (ÓÌÅ- ŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÔÁÂÌÉÃÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎ, ÏÎ ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ:

α_i := α_i + g_{ij}, i = 0, . . . , n − 1. (21)

ðÏÓÌÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (20), (21) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 0, 1, . . . , N ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i :

α_0 := 1 π α_0, α_i := 2 π α_i, i = 1, 2, . . . , n − 1. (22) ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ P f(y) =^{n−1∑}_{i=0} α_i^^T_i(y) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÆÏÒ-

ÍÕÌ (13.12)

^T_0(y) = 1, ^T_1(y) = z/2, P f(y) = α_0 ^T_0(y) + α_1 ^T_1(y) ^T_i(y) = z ^T_{i−1}(y) − ^T_{i−2}(y), P f(y) := P f(y) + α_i ^T_i(y) i = 2, . . . , n − 1. (23)

ÇÄÅ z = 2 2y − (b + a) b − a .

§ 17.5. ïÃÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ

äÌÑ ŒÓÅÈ j = 0, 1, . . . , N ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍ (12), (13), (14), (15) É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ u_j . üÔÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ N ÞÉÓÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ: O(N).

äÌÑ ŒÓÅÈ j = 0, 1, . . . , N ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

1) ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (20). îÁ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n+O(1) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ É ÓÔÏÌØ- ËÏ ÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

2) ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (21). îÁ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n + O(1) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (20) É (21) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 0, 1, . . . , N : (N + 1)n + O(N) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ É 2(N + 1)n + O(N) ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ α_i ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (22) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ n+O(1) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ α_i , ÒÁŒÎÏ Nn + O(N + n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ É 2Nn + O(N + n) ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ.

îÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P f Œ ÔÏÞËÅ ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍ (23) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2n + O(1) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. þÁÓÔÏ ŒÙÂÉÒÁÀÔ N = n + 1 É ÔÏÞËÉ

y_0 = a, y_j = a + b 2 + b − a 2 cos π(2j − 1) 2n , j = 1, 2, . . . , n, y^{n+1} = b (Ô.Å. ÔÏÞËÉ y_1, y_2, . . . , y_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ^^T_n ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b]). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (12), (13), (14), (15) ÕÐÒÏÝÁ- ÀÔÓÑ.

x 18. ëõóïþîï-ìéîåêîáñ éîôåòðïìñãéñ îåçìáäëéè æõîëãéê îá óðåãéáìøîùè óåôëáè

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). ðÕÓÔØ

1) f ∈ C^{(2)}((a, b)) (Ô.Å. ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ a É b ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ);

2) ÆÕÎËÃÉÑ |f^{′′}(x)| ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÐÒÉ x → a+ É x → b−;

§18. éîôåòðïìñãéñ îåçìáäëéè æõîëãéê 65

3)^{b∫}_a |f^{′′}(x)|^{1/2} dx < ∞; 4) ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 . . . < x_{n−1} < x_n = b ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ x_i∫

a |f^{′′}(x)|^{1/2} dx = i − 1 n − 1 b∫ a |f^{′′}(x)|^{1/2} dx, i = 2, . . . , n − 1.

ôÏÇÄÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ I_2f , ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó f Œ ÔÏÞËÁÈ x_1, x_2, . . . , x_n , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ‖f − I_2f‖_{C([a,b])} = O(n^{−2}) (n → ∞). íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) =^√|x| É ÏÔÒÅÚËÁ [a, b] = [0, 1]. ðÒÏŒÅÒÉÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

1) f^′(x) = 12 x^{−1/2} , f^{′′}(x) = −14 x^{−3/2} { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ (0, 1);

2) f^{′′}(x) = −14 x^{−3/2} { ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ (0, 1); 3) 1∫ 0 |f^{′′}(x)|^{1/2} dx = 12 1∫ 0 x^{−3/4} dx = 12 x^{1/4} 1/4 | | | | 1

0 = 2 < ∞;

4) ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ x_i∫

a |f^{′′}(x)|^{1/2} dx = 2x^{1/4}_i = i − 1 n − 1 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ x^i = ( i − 1 n − 1 )4 , i =

2, 3, . . . , n − 1, x_1 = a = 0, x_n = b = 1.

îÁÊÄÅÍ ‖f − I_2f‖_{C[a,b]} = max_{x∈[a,b]} |f(x) − (I_2f)(x)| = = max i=1,2,...,n−1 max x∈[x_i,x_{i+1}] | | | | |f(x) − ( f(x_i) + (x − x_i)f(x^{i+1}) − f(x^i) x_{i+1} − x_i )| | | | (1)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ g_i(x) = f(x) − ( f(x_i) + (x − x_i)f(x^{i+1}) − f(x^i) x_{i+1} − x_i ) . ðÏÓËÏÌØËÕ g_i(x_i) = 0, g_i(x_{i+1}) = 0, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ |g_i(x)| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ

g^′_i(x) = 0, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÏÔÒÅÚËÕ [x_i, x_{i+1}] (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÏÌÌÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÕ-

ÝÅÓÔŒÕÅÔ). éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

g^′(x) = f^′(x) −

f(x_{i+1}) − f(x_i)

x_{i+1} − x_i = 0

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§18. éîôåòðïìñãéñ îåçìáäëéè æõîëãéê 66

ÎÁÈÏÄÉÍ

f^′(x) =

f(x_{i+1}) − f(x_i) x_{i+1} − x_i . äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) =^√|x| ÉÍÅÅÍ 1 2 √ x = √ x_{i+1} − √ x_i x_{i+1} − x_i = 1 √ x_{i+1} + √ x_i ïÔÓÀÄÁ x = 14 (√x_{i+1} + √x_i)^2 , Ô.Å. ÎÕÌØ g^′(x) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÅÎ. ôÁË ËÁË ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ

òÏÌÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌØ g^′(x) ∈ [x_i, x_{i+1}], ÔÏ ÜÔÏÔ ÎÕÌØ É ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

œÙÞÉÓÌÉÍ g(x) = √ x − ( √ x_i + (x − x_i) √ x_{i+1} − √ x_i x_{i+1} − x_i ) = = 12 (√x_{i+1} + √x_i) − ( √ x_i + 14 ( (√x_{i+1} + √x_i)^2 − 4x_i^) 1√x_{i+1} + √x_i ) = = 12 (√x_{i+1} − √x_i) − 14 (√x_{i+1} − √x_i) (√x_{i+1} + 3√x_i) 1√x_{i+1} + √x_i =

= 14 (√x_{i+1} − √x_i) ( 2 − √ x_{i+1} + 3 √ x_i √ x_{i+1} + √ x_i ) = 14 (√ x_{i+1} − √ x_i )2 √ x_{i+1} + √ x_i éÔÁË, max x∈[x_i,x_{i+1}] |g(x)| = 14 (√ x_{i+1} − √ x_i )2 √ x_{i+1} + √ x_i . ðÒÉ x_i = ( i − 1 n − 1 )4 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

max x∈[x_i,x_{i+1}] |g(x)| = 14 (( i n − 1 )2 − ( i − 1 n − 1 )2)2

( i n − 1 )2 + ( i − 1 n − 1 )2 = 14 1(n − 1)_2 (i^2 − (i − 1)^2) 2 i^2 + (i − 1)^2 =

= 14 1(n − 1)_2 (2i − 1)^2

i^2 + (i − 1)^2 = 1 4 1 (n − 1)^2 ( 2 − 1

i^2 + (i − 1)^2 ) ≤ ≤ 1 4 1 (n − 1)^2

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖f − I_2f‖_{C[a,b]} ≤ 14 1( n − 1)^2 ,

Ô.Å. ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ O(n^2). ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ f − L_2 ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f =^√|x| ÉÎ- ÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ L_2 ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏ ÎÕ- ÌÑÍ (12.3) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ, ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË O(n^{1/2}) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ ÉÚ § 12).

x 19. éîôåòðïìñãéñ ëõóïþîï-ëõâéþåóëéíé æõîëãéñíé

§ 19.1. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b É ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), f(x_2) . . . , f(x_n). éÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}], i = 1, . . . , n − 1 ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P_i ÓÔÅÐÅÎÉ 3, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ

P_i(x_i) = f(x_i), P_i(x_{i+1}) = f(x_{i+1})

P_i^′(x_i) = d_i, P_i^′(x_{i+1}) = d_{i+1} i = 1, . . . , n − 1 (1) ÇÄÅ d_i , i = 1, . . . , n { ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÅÔÏÄ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. ðÏÌÕÞÅÎ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f Œ ÔÏÞËÁÈ x_i , i = 1, . . . , n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ d_i P f ∈ C^{(1)}([a, b]).

§ 19.2. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i , ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÆÏÒÍÅ

P_i(x) = a_{1,i} + a_{2,i}(x − x_i) + a_{3,i}(x − x_i)^2 + a_{4,i}(x − x_i)^2(x − x_{i+1})

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ ÐÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚ- ÌÁÍÉ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (4.1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ):

f(x_i)_\ d_{i \} f(x_i)^↙_\ f(x^i; x^{i+1}) − d^i

x_{i+1} − x_i^\

f(x_i; x_{i+1})^↙_\ d^i + d^{i+1} − 2f(x^i; x^{i+1}) (x_{i+1} − x_i)^2

f(x_{i+1})^↙_\ d^{i+1} − f(x^i; x^{i+1}) x_{i+1} − x_i ↙ d_{i+1}^↙

f(x_{i+1})^↙ óÔÏÌÂÃÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ, ÓÔÒÅÌËÉ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÑÞÅÊËÕ ÐÁÍÑÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

a_{1,i} = f(x_i) a_{2,i} = d_i a_{3,i} =

f(x_i; x_{i+1}) − d_i x_{i+1} − x_i a_{4,i} = d_i + d_{i+1} − 2f(x_i; x_{i+1})

(x_{i+1} − x_i)^2 äÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ

P_i(x) = c_{1,i} + c_{2,i}(x − x_i) + c_{3,i}(x − x_i)^2 + c_{4,i}(x − x_i)^3 (2)

ÚÁÐÉÛÅÍ (x − x_i)^2(x − x_{i+1}) = (x − x_i)^3 − (x_{i+1} − x_i)(x − x_i)^2 ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c_{1,i} = a_{1,i} = f(x_i) c_{2,i} = a_{2,i} = d_i

c_{3,i} = a_{3,i} − a_{4,i}(x_{i+1} − x_i) = 3

f(x_i; x_{i+1}) − 2d_i − d_{i+1} x_{i+1} − x_i c_{4,i} = a_{4,i} = d_i + d_{i+1} − 2f(x_i; x_{i+1})

(x_{i+1} − x_i)^2 (3)

§ 19.3. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ üÒÍÉÔÁ ðÕÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ:

f(x_1), . . . , f(x_n) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′(x_1), . . . , f^′(x_n). ôÏÇÄÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒ d_i Œ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ

d_i = f^′(x_i), i = 1, 2, . . . , n. (4)

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f :

1) P f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f É f^′ , ÉÍÅÎÎÏ: ÚÎÁÞÅÎÉÑ P f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}] ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ

f^′ Œ ÔÏÞËÁÈ x_i É x_{i+1} .

2) íÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ: P (f + g) = P f + P g , P (αf) = αP f .

§19. éîôåòðïìñãéñ ëõóïþîï-ëõâéþåóëéíé æõîëãéñíé 69

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ f ∈ C^{(4)}([a, b]), ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛ-

ÎÏÓÔÉ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ üÒÍÉÔÁ

‖f − P f‖_{C([a,b])} ≤ 14! 12_4 h^4‖f^{(4)}‖_{C([a,b])}, ÇÄÅ h = max i=1,2,...,n−1(x i+1 − x_i). (5)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖f − P f‖_{C([xi,xi+1])} ≤ 14! max_{x∈[xi,xi+1]} |(x − x_i)^2(x − x_{i+1})^2| ‖f^{(4)}‖_{C([xi,xi+1])}. (6)

æÕÎËÃÉÑ g(x) = (x − x_i)(x − x_{i+1}) = x^2 − (x_i + x_{i+1})x + x_ix_{i+1} ≤ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [x_i, x_{i+1}] É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (x_i + x_{i+1})/2, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÏÔÒÅÚËÕ [x_i, x_{i+1}]. ðÏÓËÏÌØËÕ g(x_i) = g(x_{i+1}) = 0, ÔÏ max x∈[x_i,x_{i+1}] |g(x)|^2 = | | |g ( x_i + x_{i+1} 2 )| | | 2 = | | | x_{i+1} − x_i 2 x_i − x_{i+1} 2 | | | 2 = 14_2 (x_{i+1} − x_i)^4.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (6), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖f − P f‖_{C([xi,xi+1])} ≤ 14! 12_4 (x_{i+1} − x_i)^4 ‖f^{(4)}‖_{C([xi,xi+1])}.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖f − P f‖_{C([a,b])} = max_{i=1,2,...,n−1} ‖f − P f‖_{C([xi,xi+1])} ≤ 14! 12_4 h^4 ‖f^{(4)}‖_{C([a,b])}. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

§ 19.4. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÓÓÅÌÑ ðÕÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x_1), . . . , f(x_n). ðÁÒÁÍÅÔÒ d_i , i = 2, 3, . . . , n − 1 Œ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÀ Œ ÔÏÞËÅ x_i ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_{(i)} ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÇÏ Ó f Œ ÔÏÞËÁÈ x_{i−1}, x_i, x_{i+1} . ðÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ

P_{(i)}(x) = f(x_{i−1}) + (x − x_{i−1})f(x_{i−1}; x_i) + (x − x_{i−1})(x − x_i)f(x_{i−1}; x_i; x_{i+1}) É P^′_{(i)}(x_i) = f(x_{i−1}; x_i) + (x_i − x_{i−1})f(x_{i−1}; x_i; x_{i+1}) =

= f(x_{i−1}; x_i) + (x_i − x_{i−1})f(x^i; x^{i+1}) − f(x^{i−1}; x^i)

x_{i+1} − x_{i−1} =

= (x^{i+1} − x^{i−1})f(x^{i−1}; x^i) + (x^i − x^{i−1})f(x^i; x^{i+1}) − (x^i − x^{i−1})f(x^{i−1}; x^i)

x_{i+1} − x_{i−1} =

= (x^{i+1} − x^i)f(x^{i−1}; x^i) + (x^i − x^{i−1})f(x^i; x^{i+1}) x_{i+1} − x_{i−1}

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

d_i = P^′_{(i)}(x_i) = ( x_{i+1} − x_i)f(x_{i−1}; x_i) + (x_i − x_{i−1})f(x_i; x_{i+1}) x_{i+1} − x_{i−1} , i = 2, 3, . . . , n − 1. (7) îÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ d_1 É d_n Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÆÕÎËÃÉÉ f (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f :

1) P f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉ- ÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÉÍÅÎÎÏ: ÚÎÁÞÅÎÉÑ P f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}] ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ

x_{i−1}, x_i, x_{i+1}, x_{i+2} .

2) íÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ: P (f + g) = P f + P g , P (αf) = αP f . ìÅÍÍÁ 2. (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). åÓÌÉ f ∈ C^{(3)}([a, b]), ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÓÓÅÌÑ

‖f − P f‖_{C([x2,xn}�_{1])} ≤ const h^3‖f‖_C(3)_{([a,b])},

ÇÄÅ h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (5).

ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ [x_1, x_2] É [x_{n−1}, x_n] ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏ- ÓÏÂÁ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ d_1 É d_n .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÔÏÞËÉ x_i ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b] ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ:

x_i = a + (i − 1)h, h = (b − a)/(n − 1), ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (7) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏ

ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ:

d_i = 12 (f(x_{i−1}; x_i) + f(x_i; x_{i+1})) =

f(x_{i+1}) − f(x_{i−1}) 2h , i = 2, 3, . . . , n − 1. § 19.5. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÔÏÄÏÍ áËÉÍÙ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÂÏÒØÂÙ Ó ŒÙÂÒÏÓÁÍÉ ÐÒÉÂÌÉÖÁ- ÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÁÈ ÚÁÄÁÎÙ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ.

ðÕÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x_1), . . . , f(x_n). œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 4.6 ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x_{i−1}, x_i) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ Ë f^′(x_i) ÓÌÅŒÁ, Á f(x_i, x_{i+1}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ Ë f^′(x_i) ÓÐÒÁŒÁ. œ ÍÅÔÏ- ÄÅ áËÉÍÙ ÜÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÕÓÒÅÄÎÑÀÔÓÑ Ó ŒÅÓÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ d_i Œ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

d_i = w_{i+1}f(x_{i−1}; x_i) + w_{i−1}f(x_i; x_{i+1}) w_{i+1} + w_{i−1}

, ÅÓÌÉ w^2_{i+1} + w^2_{i−1} ≠ 0

(x_{i+1} − x_i)f(x_{i−1}; x_i) + (x_i − x_{i−1})f(x_i; x_{i+1}) x_{i+1} − x_{i−1} , ÅÓÌÉ w_{i+1} = w_{i−1} = 0 (8) ÇÄÅ i = 3, 4, . . . , n − 2 É

w_j = |f(x_j; x_{j+1}) − f(x_{j−1}; x_j)| .

îÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ d_1, d_2 É d_{n−1}, d_n Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ, ÉÓ- ÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÆÕÎËÃÉÉ f (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f :

1) P f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉ- ÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÉÍÅÎÎÏ: ÚÎÁÞÅÎÉÑ P f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}] ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ

x_{i−2}, x_{i−1}, x_i, x_{i+1}, x_{i+2}, x_{i+3} .

2) íÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ: P (f + g) ≠ P f + P g , ÈÏÔÑ P (αf) = αP f . ìÅÍÍÁ 3. (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). åÓÌÉ f ∈ C^{(2)}([a, b]), ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÔÏÄÏÍ áËÉÍÙ ‖f − P f‖_{C([x3,xn}�_{2])} ≤ const h^2‖f‖_C(2)_{([a,b])},

ÇÄÅ h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (5).

ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ [x_1, x_3] É [x_{n−2}, x_n] ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏ- ÓÏÂÁ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ d_1, d_2 É d_{n−1}, d_n .

§ 19.6. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ P f , ÐÅÒŒÁÑ É ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏ- ÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f (Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ Ë f^′ ). îÅÂÏÌØÛÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ Ë ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÁÈ ÚÁÄÁÎÙ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ.

ðÕÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x_1), . . . , f(x_n). ðÁÒÁÍÅÔÒ d_i , i = 2, 3, . . . , n − 1 Œ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ

d_i =

sign f(x_i; x_{i+1})·min {|f(x_{i−1}; x_i)|, |f(x_i; x_{i+1})|} ,

ÅÓÌÉ sign f(x_{i−1}; x_i) = sign f(x_i; x_{i+1})

0 ÉÎÁÞÅ (9) óÌÕÞÁÊ sign f(x_{i−1}; x_i) ≠ sign f(x_i; x_{i+1}) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ Œ ÔÏÞ- ËÅ x_i ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ f(x_{i−1}; x_i) Ë f^′ ÓÌÅŒÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÕÂÙ- ŒÁÅÔ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_{i−1}, x_i], Á ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ f(x_i; x_{i+1}) Ë f^′ ÓÐÒÁŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ (ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}]. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_{i−1}, x_{i+1}] ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ É ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ f^′(x_i) ≈ d_i = 0.

œ ÓÌÕÞÁÅ sign f(x_{i−1}; x_i) = sign f(x_i; x_{i+1}) ÈÁÒÁËÔÅÒ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_{i−1}, x_{i+1}] ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ d_i ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë f^′ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

îÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ d_1 É d_n Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÆÕÎËÃÉÉ f (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f :

1) P f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉ- ÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÉÍÅÎÎÏ: ÚÎÁÞÅÎÉÑ P f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}] ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ

x_{i−1}, x_i, x_{i+1}, x_{i+2} .

2) íÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ: P (f + g) ≠ P f + P g , ÈÏÔÑ P (αf) = αP f . ìÅÍÍÁ 4. (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). åÓÌÉ f ∈ C^{(2)}([a, b]), ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ

‖f − P f‖_{C([x2,xn}�_{1])} ≤ const h^2‖f‖_C(2)_{([a,b])},

ÇÄÅ h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (5). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: ‖(P f)^′‖_{C([a,b])} ≤ 32 max_{i=1,2,...,n−1} |f(x_i; x_{i+1})| ‖(P f)^{′′}‖_{C([a,b])} ≤ 6 max_{i=2,3,...,n−2} max { x_{i+2} − x_i x_i − x_{i−1} |f(x_i; x_{i+1})|^2 , x^{i+1} − x^{i−1} x_i − x_{i−1} |f(x_{i−1}; x_i)|^2 }

ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ [x_1, x_2] É [x_{n−1}, x_n] ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏ- ÓÏÂÁ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ d_1 É d_n .

§ 19.7. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ

ðÕÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x_1), . . . , f(x_n). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÐÌÁÊÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ËÁÖ- ÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [x_i, x_{i+1}], i = 1, 2, . . . , n − 1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P_i ÓÔÅÐÅÎÉ m É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ËÌÁÓÓÁ C^{(m−1)}([x_1, x_n]).

éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (m = 3) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅ- ÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ËÌÁÓÓÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

ðÁÒÁÍÅÔÒÙ d_i , i = 1, 2, . . . , n Œ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÓÏÞÎÏ- ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ P f ∈ C^{(2)}([a, b]), Ô.Å.

P^{′′}_{i−1}(x_i) = P^{′′}_i (x_i), i = 2, 3, . . . , n − 1. (10)

éÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i Œ ŒÉÄÅ (2) ÎÁÈÏÄÉÍ

P^{′′}_{i−1}(x_i) = 2c_{3,i−1} + 6c_{4,i−1}(x_i − x_{i−1}), P^{′′}_i (x_i) = 2c_{3,i}. (11)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ (10), ÉÍÅÅÍ 2c_{3,i−1} + 6c_{4,i−1}(x_i − x_{i−1}) = 2c_{3,i}, i = 2, 3, . . . , n − 1. ó ÐÏÍÏÝØÀ (3) ÎÁÈÏÄÉÍ 3f(x_{i−1}; x_i) − 2d_{i−1} − d_i x_i − x_{i−1} + 3( x_i − x_{i−1}) d_{i−1} + d_i − 2f(x_{i−1}; x_i)

(x_i − x_{i−1})^2 = = 3f(x^i; x^{i+1}) − 2d^i − d^{i+1} x_{i+1} − x_i . Ô.Å.

(x_{i+1} − x_i)(3f(x_{i−1}; x_i) − 2d_{i−1} − d_i + 3d_{i−1} + 3d_i − 6f(x_{i−1}; x_i)) = = (x_i − x_{i−1})(3f(x_i; x_{i+1}) − 2d_i − d_{i+1}) ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

(x_{i+1} − x_i)(d_{i−1} + 2d_i − 3f(x_{i−1}; x_i)) = (x_i − x_{i−1})(3f(x_i; x_{i+1}) − 2d_i − d_{i+1}), ÉÌÉ (x_{i+1} − x_i)d_{i−1} + 2(x_{i+1} − x_i)d_i + 2(x_i − x_{i−1})d_i + (x_i − x_{i−1})d_{i+1} = = 3f(x_{i−1}; x_i)(x_{i+1} − x_i) + 3f(x_i; x_{i+1})(x_i − x_{i−1}) óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(x_{i+1} − x_i)d_{i−1} + 2(x_{i+1} − x_{i−1})d_i + (x_i − x_{i−1})d_{i+1} = = 3f(x_{i−1}; x_i)(x_{i+1} − x_i) + 3f(x_i; x_{i+1})(x_i − x_{i−1}) i = 2, 3, . . . , n − 1. (12)

üÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n − 2 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ

d_1, d_2, . . . , d_n . äÌÑ ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÄŒÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏ-

ÑÔÓÑ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÆÕÎËÃÉÉ f (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

óÉÓÔÅÍÁ (12) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó (ÓÔÒÏÇÉÍ) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅÍ É ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÂÅÚ ŒÙÂÏÒÁ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f :

1) P f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x_1, x_2, . . . , x_n .

2) íÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ: P (f + g) = P f + P g , P (αf) = αP f . ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (Œ ÓÉÌÕ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÐÌÁÊÎÁ) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ (12) É ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÔ O(h^2) ÄÏ O(h^4), ÇÄÅ h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (5).

§ 19.8. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ

œ ÍÅÔÏÄÁÈ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ § 19.4 É § 19.6, ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ d_1 É d_n , Œ ÍÅÔÏÄÅ ÉÚ § 19.5 ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ d_1, d_2 É d_{n−1}, d_n . œ ÍÅÔÏ- ÄÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (§ 19.7) ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. éÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØ- ËÏ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ Œ ÚÁŒÉ- ÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÉÚŒÅÓÔÎÁ Ï ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

§ 19.8.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

ðÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^′(x_1) É f^′(x_n) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ x_1 É x_n . ôÏÇÄÁ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

d_1 = f^′(x_1), d_n = f^′(x_n). (13)

œ ÍÅÔÏÄÁÈ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ § 19.4, § 19.5 É § 19.6, ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (13) ÄÁÀÔ ÎÅÄÏ- ÓÔÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ d_1 É d_n . œ ÍÅÔÏÄÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (§ 19.7) ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (13) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (12) ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒŒÙÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ŒÙÂÏ- ÒÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÄÁÅÔ ÓÐÌÁÊÎ P f , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÓÐÌÁÊÎÏÍ. îÅÕÌÕÞÛÁÅÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÅÇÏ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ‖f − P f‖_{C([a,b])} ≤ 5384h^4‖f^{(4)}‖_{C([a,b])}, ‖f^′ − (P f)^′‖_{C([a,b])} ≤ 124h^3‖f^{(4)}‖_{C([a,b])},

ÇÄÅ h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (5).

§ 19.8.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

ðÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^{′′}(x_1) É f^{′′}(x_n) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^{′′} ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ x_1 É x_n . ôÏÇÄÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f

(P f)^{′′}(x_1) = f^{′′}(x_1), (P f)^{′′}(x_n) = f^{′′}(x_n),

Ô.Å.

P^{′′}_1 (x_1) = f^{′′}(x_1), P^{′′}_{n−1}(x_n) = f^{′′}(x_n). (14)

éÚ (11) ÎÁÈÏÄÉÍ

P^{′′}_1 (x_1) = 2c_{3,1}, P^{′′}_{n−1}(x_n) = 2c_{3,n−1} + 6c_{4,n−1}(x_n − x_{n−1}).

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ (14), ÉÍÅÅÍ

2c_{3,1} = f^{′′}(x_1), 2c_{3,n−1} + 6c_{4,n−1}(x_n − x_{n−1}) = f^{′′}(x_n).

ó ÐÏÍÏÝØÀ (3) ÎÁÈÏÄÉÍ

23f(x^1; x^2) − 2d^1 − d^2

x_2 − x_1 = f^{′′}(x_1),

23f(x^{n−1}; x^n) − 2d^{n−1} − d^n + 3(d^{n−1} + d^n − 2f(x^{n−1}; x^n))

x_n − x_{n−1} = f^{′′}(x_n). Ô.Å.

23f(x^1; x^2) − 2d^1 − d^2

x_2 − x_1 = f^{′′}(x_1), 2 d_{n−1} + 2d_n − 3f(x_{n−1}; x_n) x_n − x_{n−1} = f^{′′}(x_n). úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ

2d_1 + d_2 = 3f(x_1; x_2) − 12f^{′′}(x_1)(x_2 − x_1),

d_{n−1} + 2d_n = 3f(x_{n−1}; x_n) + 12f^{′′}(x_n)(x_n − x_{n−1})

(15)

œ ÍÅÔÏÄÁÈ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ § 19.4 É § 19.6, ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (15) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ d_1 É d_n , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ d_2 É d_{n−1} ÉÚŒÅÓÔÎÙ (ÓÍ. ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (7) ÉÌÉ (9)).

œ ÍÅÔÏÄÅ áËÉÍÙ (§ 19.5), ÇÄÅ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ 4 ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ d_1, d_2 É d_{n−1}, d_n , ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ (15) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ. åÓÌÉ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÅÝÅ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^′(x_1) É f^′(x_n), ÏÔ d_1 É d_n ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (13), Á d_2 É d_{n−1} ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (15).

œ ÍÅÔÏÄÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (§ 19.7) ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (15) ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (12) ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒŒÙÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

§ 19.8.3. \åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ" ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ.

ôÏÇÄÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f

(P f)^{′′}(x_1) = 0, (P f)^{′′}(x_n) = 0,

Ô.Å.

P^{′′}_1 (x_1) = 0, P^{′′}_{n−1}(x_n) = 0.

éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (15) ÐÒÉ f^{′′}(x_1) = 0 É f^{′′}(x_n) = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

2d_1 + d_2 = 3f(x_1; x_2)

d_{n−1} + 2d_n = 3f(x_{n−1}; x_n)

üÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (15).

åÓÌÉ Õ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^{′′}(x_1) ≠ 0 ÉÌÉ f^{′′}(x_n) ≠ 0, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌ Œ ŒÙÂÏÒÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏŒÙÛÅÎÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞ- ÎÙÈ ÕÚÌÁÈ (ÐÏÒÑÄËÁ O(h^2)), ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÌÏÈÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ, ÇÄÅ Œ ÓÉÌÕ ÅÇÏ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ.

§ 19.8.4. õÓÌÏŒÉÅ \ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÕÚÌÁ" Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ.

ôÏÇÄÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f

P_1 ≡ P_2, P_{n−2} ≡ P_{n−1}, (16)

Ô.Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_1 ≡ P_2 ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÅÔ f ÎÁ [x_1, x_3] ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_1, x_2, x_3 :

P_1(x_1) = f(x_1), P_1(x_2) = f(x_2), P_1(x_3) = f(x_3) É P^′_1(x_3) = d_3 , Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−2} ≡ P_{n−1} ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÅÔ f ÎÁ [x_{n−2}, x_n] ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_{n−2}, x_{n−1}, x_n : P_{n−1}(x_{n−2}) =

f(x_{n−2}), P_{n−1}(x_{n−1}) = f(x_{n−1}), P_{n−1}(x_n) = f(x_n) É P^′_{n−1}(x_{n−2}) = d_{n−2} . óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_1 ≡ P_2 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÒÅ- ÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ x_1, x_2, x_3 ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), f(x_2), f(x_3) É ÉÍÅÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÅ x_3 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ d_3 ; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−1} ≡ P_{n−2} ÓÔÒÏÉÔ- ÓÑ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ

x_{n−2}, x_{n−1}, x_n ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_{n−2}), f(x_{n−1}), f(x_n) É ÉÍÅÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÅ x_{n−2} ÐÒÏÉÚ-

ŒÏÄÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ d_{n−2} .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÍÅÓÔÏ n − 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i, i = 1, 2 . . . , n − 1 É n ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ

d_i, i = 1, 2, . . . , n ÉÍÅÅÍ n − 3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_1 ≡ P_2, P_3, P_4, . . . , P_{n−3}, P_{n−2} ≡ P_{n−1} É

n − 4 ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ d_3, d_4, . . . , d_{n−2} .

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ Œ ÍÅÔÏÄÁÈ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ § 19.4, § 19.5 É § 19.6, ÓÎÑÔÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ d_i, i = 3, 4, . . . , n − 2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ ÍÅÔÏÄÁÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (ÓÍ. (7), (8), (9)).

œ ÍÅÔÏÄÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (§ 19.7) ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÐÏÄ- ÈÏÄÁ.

1. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ P f ∈ C^{(2)}([a, b]) ÐÏÌÕÞÁÅÍ P^{′′}_{i−1}(x_i) = P^{′′}_i (x_i), i = 3, 4, . . . , n − 2 { n−4 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n−4 ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ d_3, d_4, . . . , d_{n−2} . õÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ i = 4, 5, . . . , n − 3 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÒÁÎÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (12), ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ P^{′′}_1 (x_3) ≡ P^{′′}_2 (x_3) = P^{′′}_3 (x_3), P^{′′}_{n−3}(x_{n−2}) = P^{′′}_{n−2}(x_{n−2}) ≡ P^{′′}_{n−1}(x_{n−2})

ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÉÚÍÅÎÉŒÛÅÇÏÓÑ ŒÉÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P_1 ≡ P_2 , P_{n−2} ≡ P_{n−1} .

2. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁŒÁÔØ P_1, P_2, . . . , P_{n−1} ËÁË ÒÁÎØÛÅ ÎÁÂÏÒÏÍ d_1, d_2, . . . , d_n . œÙÐÏÌ- ÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑ (16) ÄÏÂSSÅÍÓÑ, ÐÏÔÒÅÂÏŒÁŒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ (P f)^{′′′} Œ ÔÏÞËÁÈ x_2 É

x_{n−1} , Ô.Å.

P^{′′′}_1 (x_2) = P^{′′′}_2 (x_2), P^{′′′}_{n−2}(x_{n−1} = P^{′′′}_{n−1}(x_{n−1}) (17)

(ÕÓÌÏŒÉÑ (16) É (17) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÉÌÕ (10) Õ P_1 É P_2 , P_{n−2} É P_{n−1} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÄÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ).

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (17) ÄÁÀÔ ÄŒÁ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (12) ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ.

éÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i Œ ŒÉÄÅ (2) ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (17) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ

c_{4,1} = c_{4,2}, c_{4,n−2} = c_{4,n−1} (18)

Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (18). ó ÐÏÍÏÝØÀ (3) ÎÁÈÏÄÉÍ

d_1 + d_2 − 2f(x_1; x_2)

(x_2 − x_1)^2 =

d_2 + d_3 − 2f(x_2; x_3)

(x_3 − x_2)^2 , ÉÌÉ (x_3 − x_2)^2d_1 + (x_3 − x_2)^2d_2 − (x_2 − x_1)^2d_2 − (x_2 − x_1)^2d_3 = = 2f(x_1; x_2)(x_3 − x_2)^2 − 2f(x_2; x_3)(x_2 − x_1)^2,

Ô.Å.

(x_3 − x_2)^2d_1 + (x_3 − x_1)(x_3 − 2x_2 + x_1)^2d_2 − (x_2 − x_1)^2d_3 = = 2f(x_1; x_2)(x_3 − x_2)^2 − 2f(x_2; x_3)(x_2 − x_1)^2,

åÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (12), ÔÏ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÅÅ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÂÁŒÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÐÅÒŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (12) (Ô.Å. ÐÒÉ i = 2):

(x_3 − x_2)d_1 + 2(x_3 − x_1)d_2 + (x_2 − x_1)d_3 = = 3f(x_1; x_2)(x_3 − x_2) + 3f(x_2; x_3)(x_2 − x_1)

ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ (x_2 − x_1), ÐÏÌÕÞÉÍ

(x_3 − x_2)(x_3 − x_2 + x_2 − x_1)d_1 + (x_3 − x_1)(x_3 − 2x_2 + x_1 + 2(x_2 − x_1))d_2 = = f(x_1; x_2)(x_3 − x_2)(2(x_3 − x_2) + 3(x_2 − x_1)) + f(x_2; x_3)(x_2 − x_1)^2, ÉÌÉ (x_3 − x_2)d_1 + (x_3 − x_1)d_2 = = f(x^1; x^2)(x^3 − x^2)(2x^3 + x^2 − 3x^1) + f(x^2; x^3)(x^2 − x^1)^2

x_3 − x_1 . üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (12) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ.

Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÔÏÒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (18). ó ÐÏÍÏÝØÀ (3) ÎÁÈÏÄÉÍ

d_{n−2} + d_{n−1} − 2f(x_{n−2}; x_{n−1})

(x_{n−1} − x_{n−2})^2 =

d_{n−1} + d_n − 2f(x_{n−1}; x_n)

(x_n − x_{n−1})^2 , ÉÌÉ (x_n − x_{n−1})^2d_{n−2} + (x_n − x_{n−1})^2d_{n−1} − (x_{n−1} − x_{n−2})^2d_{n−1} − (x_{n−1} − x_{n−2})^2d_n = = 2f(x_{n−2}; x_{n−1})(x_n − x_{n−1})^2 − 2f(x_{n−1}; x_n)(x_{n−1} − x_{n−2})^2, Ô.Å.

(x_n − x_{n−1})^2d_{n−2} + (x_n − x_{n−2})(x_n − 2x_{n−1} + x_{n−2})^2d_{n−1} − (x_{n−1} − x_{n−2})^2d_n = = 2f(x_{n−2}; x_{n−1})(x_n − x_{n−1})^2 − 2f(x_{n−1}; x_n)(x_{n−1} − x_{n−2})^2, åÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (12), ÔÏ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÅÅ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÙÞÔÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (12) (Ô.Å. ÐÒÉ i = n − 1):

(x_n − x_{n−1})d_{n−2} + 2(x_n − x_{n−2})d_{n−1} + (x_{n−1} − x_{n−2})d_n = = 3f(x_{n−2}; x_{n−1})(x_n − x_{n−1}) + 3f(x_{n−1}; x_n)(x_{n−1} − x_{n−2}) ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ (x_n − x_{n−1}), ÐÏÌÕÞÉÍ

(x_n − x_{n−2})(2(x_n − x_{n−1}) − (x_n − 2x_{n−1} + x_{n−2}))d_{n−1}+ +(x_{n−1} − x_{n−2})(x_n − x_{n−1} − (x_{n−1} − x_{n−2}))d_n = = f(x_{n−2}; x_{n−1})(x_n −x_{n−1})^2 +f(x_{n−1}; x_n)(x_{n−1} −x_{n−2})(3(x_n −x_{n−1})+2(x_n −x_{n−2})), ÉÌÉ (x_n − x_{n−2})d_{n−1} + (x_{n−1} − x_{n−2})d_n = = f(x^{n−2}; x^{n−1})(x^n − x^{n−1})^2 + f(x^{n−1}; x^n)(x^{n−1} − x^{n−2})(3x^n − x^{n−1} − 2x^{n−2}) x_n − x_{n−2} . üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (12) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ.

§ 19.8.5. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÚÅÌ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ.

œŒÅÄÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ x_0 < x_1 É x_{n+1} > x_n É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅ- ÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x_0) É f(x_{n+1}) Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ Œ ÍÅÔÏÄÁÈ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ § 19.4 É § 19.6, ÓÎÑÔÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ d_i, i = 1, 2, . . . , n ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ ÍÅÔÏÄÁÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (ÓÍ. (7), (9)).

œ ÍÅÔÏÄÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (§ 19.7) ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÈÏÄÏŒ.

1. äŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÅÓÔØ

P_1(x_0) = f(x_0), P_{n−1}(x_{n+1}) = f(x_{n+1}).

éÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (2) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i É ŒÉÄÁ (3) ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÈÏÄÑÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ d_1, d_2 É d_{n−1}, d_n . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (12) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÅÅ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ.

2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P_1 ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÅÔ f ÎÁ [x_0, x_2] ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_0, x_1, x_2 : P_1(x_0) = f(x_0), P_1(x_1) = f(x_1), P_1(x_2) = f(x_2) É P^′_1(x_2) = d_2 , Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−1} ÉÎÔÅÒÐÏÌÉ- ÒÕÅÔ f ÎÁ [x_{n−1}, x_{n+1}] ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_{n−1}, x_n, x_{n+1} : P_{n−1}(x_{n−1}) = f(x_{n−1}), P_{n−1}(x_n) = f(x_n), P_{n−1}(x_{n+1}) = f(x_{n+1}) É P^′_{n−1}(x_{n−1}) = d_{n−1} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_1 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ x_0, x_1, x_2 ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_0), f(x_1), f(x_2) É ÉÍÅÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÅ x_2 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ d_2 ; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−1} ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ x_{n−1}, x_n, x_{n+1} ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_{n−1}), f(x_n), f(x_{n+1}) É ÉÍÅÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÅ x_{n−1} ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ d_{n−1} .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÍÅÓÔÏ n ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ d_i, i = 1, 2, . . . , n ÉÍÅÅÍ É n − 2 ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÁ d_2, d_3, . . . , d_{n−1} .

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ P f ∈ C^{(2)}([a, b]) ÐÏÌÕÞÁÅÍ P^{′′}_{i−1}(x_i) = P^{′′}_i (x_i), i = 2, 3, . . . , n − 1 { n−2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n−2 ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ d_2, d_3, . . . , d_{n−1} . õÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ i = 3, 4, . . . , n − 2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÒÁÎÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (12), ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ P^{′′}_1 (x_2) = P^{′′}_2 (x_2), P^{′′}_{n−2}(x_{n−1}) = P^{′′}_{n−1}(x_{n−1})

ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÉÚÍÅÎÉŒÛÅÇÏÓÑ ŒÉÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

3. œÙÞÉÓÌÑÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë f^′(x_1) É f^′(x_n) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÀ ËÕÂÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÓÓÅÌÑ (ÓÍ.§ 19.4). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ d_1 É

d_n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (7) ÐÒÉ i = 1 É i = n. üÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (12)

Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÅÅ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ.

úÎÁÞÅÎÉÑ f(x_0) É f(x_{n+1}) ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÞÅÔÎÏÓÔÉ É Ô.Ð.. åÓÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÉÎÅÊÎÕÀ:

x_0 = x_1 − (x_2 − x_1), f(x_0) = f(x_1) − (f(x_2) − f(x_1)),

x_{n+1} = x_n + (x_n − x_{n−1}), f(x_{n+1}) = f(x_n) + (f(x_n) − f(x_{n−1})).

§ 19.8.6. üËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÑ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^′(x_1), f^′(x_n) ÌÉÂÏ f^{′′}(x_1), f^{′′}(x_n) ÂÅÒÕÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Q^′_k(x_1), R^′_k(x_n) ÌÉÂÏ Q^{′′}_k(x_1), R^{′′}_k(x_n), ÇÄÅ Q_k(x) { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k − 1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_1, x_2, . . . , x_k , R_k(x) { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k−1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ

x_{n−k+1}, x_{n−k+2}, . . . , x_n , k ≥ 3. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^′ ÉÌÉ f^{′′} Œ ÔÏÞËÁÈ x_1 É x_n ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÕËÁÚÙŒÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ (ÓÍ. ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ

ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÅÒŒÏÊ ÉÌÉ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ).

x 20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé

§ 20.1. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b É ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), f(x_2) . . . , f(x_n). œŒÅÄÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_{n+1} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

ξ_1 < a = x_1 < ξ_2 < x_2 < ξ_3 < x_3 < . . . < x_{n−1} < ξ_n < x_n = b < ξ_{n+1}.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

ξ_i = x_{i−1} + x_i 2 , i = 2, 3, . . . , n. éÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [ξ_i, ξ_{i+1}], i = 1, . . . , n ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P_i ÓÔÅÐÅÎÉ 2, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ

P_i(x_i) = f(x_i),

P_i(ξ_i) = v_i, P_i(ξ_{i+1}) = v_{i+1} i = 1, . . . , n (1) ÇÄÅ v_i , i = 1, 2, . . . , n + 1 { ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÅÔÏÄ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁÍÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f Œ ÔÏÞËÁÈ x_i , i = 1, . . . , n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ v_i P f ∈ C([a, b]).

§20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé 81

§ 20.2. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i , ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÆÏÒÍÅ

P_i(x) = a_{1,i} + a_{2,i}(x − ξ_i) + a_{3,i}(x − ξ_i)(x − x_i)

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ ÐÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ (4.1) ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ): v_{i \} f(x_i) − v_i x_i − ξ_i^\ f(x_i)^↙_\ 1ξ_{i+1} − ξ_i ( v_{i+1} − f(x_i) ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) − v_i x_i − ξ_i )

v_{i+1} − f(x_i) ξ_{i+1} − x_i ↙ v_{i+1}^↙

óÔÏÌÂÃÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ, ÓÔÒÅÌËÉ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÑÞÅÊËÕ ÐÁÍÑÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ a_{1,i} = v_i a_{2,i} = f(x_i) − v_i x_i − ξ_i a_{3,i} = 1 ξ_{i+1} − ξ_i ( v_{i+1} − f(x_i) ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) − v_i x_i − ξ_i )

äÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ

P_i(x) = c_{1,i} + c_{2,i}(x − ξ_i) + c_{3,i}(x − ξ_i)^2 (2)

ÚÁÐÉÛÅÍ

(x − ξ_i)(x − x_i) = (x − ξ_i)(x − ξ_i + ξ_i − x_i) = (x − ξ_i)^2 − (x_i − ξ_i)(x − ξ_i), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c_{1,i} = a_{1,i} = v_i

c_{2,i} = a_{2,i} − (x_i − ξ_i)a_{3,i} = f(x_i) − v_i x_i − ξ_i − x_i − ξ_i ξ_{i+1} − ξ_i ( v_{i+1} − f(x_i) ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) − v_i x_i − ξ_i )

c_{3,i} = a_{3,i} = 1 ξ_{i+1} − ξ_i ( v_{i+1} − f(x_i) ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) − v_i x_i − ξ_i ) (3)

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé 82

§ 20.3. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ËÌÁÓÓÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

ðÁÒÁÍÅÔÒÙ v_i , i = 1, 2, . . . , n + 1 Œ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÓÏÞÎÏ- ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ÂÙÌÁ ÓÐÌÁÊÎÏÍ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ô.Å. P f ∈ C^{(1)}([a, b]) ÉÌÉ

P^′_{i−1}(ξ_i) = P^′_i (ξ_i), i = 2, 3, . . . , n. (4)

éÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i Œ ŒÉÄÅ (2) ÎÁÈÏÄÉÍ

P^′_{i−1}(ξ_i) = c_{2,i−1} + 2(ξ_i − ξ_{i−1})c_{3,i−1}, P^′_i (ξ_i) = c_{2,i}. (5)

ó ÐÏÍÏÝØÀ (3) ŒÙÞÉÓÌÉÍ

c_{2,i} = f(x_i) − v_i x_i − ξ_i − x_i − ξ_i ξ_{i+1} − ξ_i ( v_{i+1} − f(x_i) ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) − v_i x_i − ξ_i ) = = ( 1 + x^i − ξ^i ξ_{i+1} − ξ_i ) f(x_i) − v_i x_i − ξ_i − x_i − ξ_i ξ_{i+1} − ξ_i v_{i+1} − f(x_i) ξ_{i+1} − x_i = −v_i ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) − v_{i+1} x_i − ξ_i (ξ_{i+1} − ξ_i)(ξ_{i+1} − x_i)+ + f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i + x_i − ξ_i (ξ_{i+1} − ξ_i)(ξ_{i+1} − x_i) )

= −v_i ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) − v_{i+1} ( 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) + + f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i ) , Á ÔÁËÖÅ

c_{3,i} = 1 ξ_{i+1} − ξ_i ( v_{i+1} − f(x_i) ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) − v_i x_i − ξ_i ) = = 1ξ_{i+1} − ξ_i ( v_i 1

x_i − ξ_i + v_{i+1} 1 ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i )) . É c_{2,i} + 2(ξ_{i+1} − ξ_i)c_{3,i} = = −v_i ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) − v_{i+1} ( 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) + + f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i ) +

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé 83

+ 2 ( v_i 1

x_i − ξ_i + v_{i+1} 1 ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i )) = = v_i ( 1 x_i − ξ_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) + v_{i+1} ( 1 ξ_{i+1} − x_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) − − f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i )

ó ÐÏÍÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É (5) ÎÁÈÏÄÉÍ

P^′_i (ξ_i) = −v_i ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) − v_{i+1} ( 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) + + f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i ) , (6)

É P^′_{i−1}(ξ_i) = v_{i−1} ( 1 x_{i−1} − ξ_{i−1} − 1 ξ_i − ξ_{i−1} ) + v_i ( 1 ξ_i − x_{i−1} + 1 ξ_i − ξ_{i−1} ) − − f(x_{i−1}) ( 1 x_{i−1} − ξ_{i−1} + 1 ξ_i − x_{i−1} ) (7)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ (6) É (7) Œ (4), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 2, 3, . . . , n ( 1 x_{i−1} − ξ_{i−1} − 1 ξ_i − ξ_{i−1} ) v_{i−1} + ( 1 ξ_i − x_{i−1} + 1 ξ_i − ξ_{i−1} + 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) v_i+ + ( 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) v_{i+1} = = ( 1 x_{i−1} − ξ_{i−1} + 1 ξ_i − x_{i−1} ) f(x_{i−1}) + ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i ) f(x_i) (8) üÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n − 1 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n + 1 ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ

v_1, v_2, . . . , v_{n+1} . äÌÑ ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÄŒÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏ-

ÑÔÓÑ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÆÕÎËÃÉÉ f (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

óÉÓÔÅÍÁ (8) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó (ÓÔÒÏÇÉÍ) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅÍ É ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÂÅÚ ŒÙÂÏÒÁ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f :

1) P f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x_1, x_2, . . . , x_n .

2) íÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ: P (f + g) = P f + P g , P (αf) = αP f .

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé 84

ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (Œ ÓÉÌÕ ÎÅÌÏËÁÌØ- ÎÏÓÔÉ ÓÐÌÁÊÎÁ) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁ- ÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) É ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÔ O(h^1) ÄÏ O(h^3), ÇÄÅ h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ (19.5).

§ 20.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ éÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (8), ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÉÚŒÅÓÔÎÁ Ï ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

§ 20.4.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ ðÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^′(x_1) É f^′(x_n) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ x_1 É x_n . œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÁ.

1. äŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ

P^′_1(x_1) = f^′(x_1), P^′_n(x_n) = f^′(x_n).

œÙÞÉÓÌÉÍ

P^′_i (x_i) = c_{2,i} + 2(x_i − ξ_i)c_{3,i} = = −v_i ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) − v_{i+1} ( 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) + + f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i ) + + 2 x^i − ξ^i ξ_{i+1} − ξ_i ( v_i 1

x_i − ξ_i + v_{i+1} 1 ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i ))

ðÏÓËÏÌØËÕ x_i − ξ_i ξ_{i+1} − ξ_i 1 ξ_{i+1} − x_i = 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i , x_i − ξ_i ξ_{i+1} − ξ_i ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i ) = x^i − ξ^i ξ_{i+1} − ξ_i ξ_{i+1} − ξ_i (ξ_{i+1} − x_i)(x_i − ξ_i) = 1 ξ_{i+1} − x_i , ÔÏ P^′_i (x_i) = −v_i ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) − v_{i+1} ( 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) + + f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i ) +

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé 85

+ 2v_i 1ξ_{i+1} − ξ_i + 2v_{i+1} ( 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) − 2f(x_i) 1ξ_{i+1} − x_i = = v_i ( 1 ξ_{i+1} − ξ_i − 1 x_i − ξ_i ) + v_{i+1} ( 1 ξ_{i+1} − x_i − 1 ξ_{i+1} − ξ_i ) + + f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i − 1 ξ_{i+1} − x_i )

äŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ

P^′_i (x_i) = f^′(x_i), i = 1, n.

üÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÓÏ- ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒŒÙÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

2. œÙÂÉÒÁÅÍ ξ_i = x_1 , ξ_{n+1} = x_n . ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (8) v_1 É v_{n+1} ÎÅ ŒÏÊÄÕÔ, Á P_1 É P_n ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P_1(x) = c_{1,1} + (x − x_1)c_{2,1} + (x − x_1)^2c_{3,1}

ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ

P_1(x_1) = f(x_1), P^′_1(x_1) = f^′(x_1), P_1(ξ_2) = v_2,

ÞÔÏ ÄÁÅÔ

c_{1,1} = f(x_1), c_{2,1} = f^′(x_1), c_{3,1} = 1 ξ_2 − x_1 ( v_2 − f(x_1) ξ_2 − x_1

− f^′(x_1) ) ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P_n(x) = c_{1,n} + (x − ξ_n)c_{2,n} + (x − ξ_n)^2c_{3,n}

ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ

P_n(ξ_n) = v_n, P_1(x_n) = f(x_n), P^′_1(x_n) = f^′(x_n),

ÞÔÏ ÄÁÅÔ

c_{1,n} = v_n, c_{2,n} = 2 f(x_n) − v_n x_n − ξ_n − f^′(x_n), c_{3,n} = 1 x_n − ξ_n ( f^′(x_n) − f(x_n) − v_n x_n − ξ_n ) . éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ P f ∈ C^{(1)}([a, b]) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

P^′_{i−1}(ξ_i) = P^′_i (ξ_i), i = 2, 3, . . . , n.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé 86 { n − 1 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n − 1 ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ v_2, v_3, . . . , v_n . õÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ i = 3, 4, . . . , n − 1 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÒÁÎÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (8), ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ P^′_1(ξ_2) = P^′_2(ξ_2), P^′_{n−1}(ξ_n) = P^′_n(ξ_n)

ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÉÚÍÅÎÉŒÛÅÇÏÓÑ ŒÉÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P_1 É P_{n−1} .

1. œÙÐÉÛÅÍ ÎÏŒÏÅ ÐÅÒŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (8). éÍÅÅÍ

P^′_1(ξ_2) = c_{2,1} + 2(ξ_2 − x_1) = f^′(x_1) + 2 ( v_2 − f(x_1) ξ_2 − x_1

− f^′(x_1) )

= 2v^2 − f(x^1)

ξ_2 − x_1

− f^′(x_1),

ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ P^′_2(ξ_2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (6) ÐÒÉ i = 2:

P^′_2(ξ_2) = −v_2 ( 1 x_2 − ξ_2 + 1 ξ_3 − ξ_2 ) − v_3 ( 1 ξ_3 − x_2 − 1 ξ_3 − ξ_2 ) + + f(x_2) ( 1 x_2 − ξ_2 + 1 ξ_3 − x_2 ) . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

v_2 ( 2 ξ_2 − x_1 + 1 x_2 − ξ_2 + 1 ξ_3 − ξ_2 ) + v_3 ( 1 ξ_3 − x_2 − 1 ξ_3 − ξ_2 ) = = f(x_1) 2ξ_2 − x_1 + f(x_2) ( 1 x_2 − ξ_2 + 1 ξ_3 − x_2 ) + f^′(x_1).

2. œÙÐÉÛÅÍ ÎÏŒÏÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (8). éÍÅÅÍ

P^′_n(ξ_n) = c_{2,n} = 2 f(x_n) − v_n x_n − ξ_n − f^′(x_n), ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ P^′_{n−1}(ξ_n) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (7) ÐÒÉ i = n:

P^′_{n−1}(ξ_n) = v_{n−1} ( 1 x_{n−1} − ξ_{n−1} − 1 ξ_n − ξ_{n−1} ) + v_n ( 1 ξ_n − x_{n−1} + 1 ξ_n − ξ_{n−1} ) − − f(x_{n−1}) ( 1 x_{n−1} − ξ_{n−1} + 1 ξ_n − x_{n−1} )

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v_{n−1} ( 1 x_{n−1} − ξ_{n−1} − 1 ξ_n − ξ_{n−1} ) + v_n ( 1 ξ_n − x_{n−1} + 1 ξ_n − ξ_{n−1} + 2 x_n − ξ_n ) = = f(x_{n−1}) ( 1 x_{n−1} − ξ_{n−1} + 1 ξ_n − x_{n−1} ) + f(x_n) 2x_n − ξ_n − f^′(x_n).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

§ 20.4.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

ðÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^{′′}(x_1) É f^{′′}(x_n) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^{′′} ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ x_1 É x_n . ôÏÇÄÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f

(P f)^{′′}(x_1) = f^{′′}(x_1), (P f)^{′′}(x_n) = f^{′′}(x_n),

Ô.Å.

P^{′′}_1 (x_1) = f^{′′}(x_1), P^{′′}_n (x_n) = f^{′′}(x_n).

éÚ (2) ÎÁÈÏÄÉÍ

P^{′′}_i (x_i) = 2c_{3,i} =

= 2ξ_{i+1} − ξ_i ( v_i 1

x_i − ξ_i + v_{i+1} 1 ξ_{i+1} − x_i − f(x_i) ( 1 x_i − ξ_i + 1 ξ_{i+1} − x_i )) . (9) ôÏÇÄÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

P^{′′}_i (x_i) = f^{′′}(x_i), i = 1, n.

üÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÓÏ- ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒŒÙÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

§ 20.4.3. \åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ" ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ.

ôÏÇÄÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f

(P f)^{′′}(x_1) = 0, (P f)^{′′}(x_n) = 0,

Ô.Å.

P^{′′}_1 (x_1) = 0, P^{′′}_n (x_n) = 0.

éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (9) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

P^{′′}_i (x_i) = 0, i = 1, n.

üÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÓÏ- ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒŒÙÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

åÓÌÉ Õ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^{′′}(x_1) ≠ 0 ÉÌÉ f^{′′}(x_n) ≠ 0, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌ Œ ŒÙ- ÂÏÒÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏŒÙÛÅÎÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ.

§ 20.4.4. õÓÌÏŒÉÅ \ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÕÚÌÁ" Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ.

ôÏÇÄÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f

P_1 ≡ P_2, P_{n−1} ≡ P_n, (10)

Ô.Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_1 ≡ P_2 ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÅÔ f ÎÁ [ξ_1, ξ_3] ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_1, x_2 : P_1(x_1) = f(x_1), P_1(x_2) = f(x_2) É P_1(ξ_3) = v_3 , Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{n−1} ≡ P_n ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÅÔ f ÎÁ [ξ_{n−1}, ξ_{n+1}] ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_{n−1}, x_n : P_n(x_{n−1}) = f(x_{n−1}), P_n(x_n) = f(x_n) É P_n(ξ_{n−1}) =

v_{n−1} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_1 ≡ P_2 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ x_1, x_2, ξ_3 ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_1), f(x_2), v_3 ; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_n ≡ P_{n−1} ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ ξ_{n−1}, x_{n−1}, x_n ÚÎÁÞÅÎÉÑ v_{n−1}, f(x_{n−1}), f(x_n).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÍÅÓÔÏ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P_i, i = 1, 2 . . . , n É n + 1 ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ

v_i, i = 1, 2, . . . , n + 1 ÉÍÅÅÍ n − 2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_1 ≡ P_2, P_3, P_4, . . . , P_{n−2}, P_{n−1} ≡ P_n

É n − 3 ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ v_3, v_4, . . . , v_{n−1} .

œ ÍÅÔÏÄÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÐÏÄÈÏÄÁ. 1. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ P f ∈ C^{(1)}([a, b]) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

P^′_{i−1}(ξ_i) = P^′_i (ξ_i), i = 3, 4, . . . , n − 1

{ n−3 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n−3 ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ v_3, v_4, . . . , v_{n−1} . õÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ i = 4, 5, . . . , n − 2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÒÁÎÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (8), ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ P^′_1(ξ_3) ≡ P^′_2(ξ_3) = P^′_3(ξ_3), P^′_{n−2}(ξ_{n−1}) = P^′_{n−1}(ξ_{n−1}) ≡ P^′_n(ξ_{n−1})

ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÉÚÍÅÎÉŒÛÅÇÏÓÑ ŒÉÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P_1 ≡ P_2 , P_{n−1} ≡ P_n .

Á). œÙÐÉÛÅÍ ÎÏŒÏÅ ÐÅÒŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (8). ðÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ

P_1(x) = a_{1,1} + (x − x_1)a_{2,1} + (x − x_1)(x − x_2)a_{3,1} ÇÄÅ a_{1,1} = f(x_1), a_{2,1} = f(x_1; x_2), a_{3,1} = 1 ξ_3 − x_1 ( v_3 − f(x_2) ξ_3 − x_2

− f(x_1; x_2) ) . ðÏÜÔÏÍÕ

P^′_1(ξ_3) = a_{2,1} + (2ξ_3 − x_1 − x_2)a_{3,1} =

= f(x_1; x_2) + 2ξ^3 − x^1 − x^2

ξ_3 − x_1 ( v_3 − f(x_2) ξ_3 − x_2

− f(x_1; x_2) ) = = ( 1 ξ_3 − x_1 + 1 ξ_3 − x_2 ) (v_3 − f(x_2)) − ξ^3 − x^2ξ_3 − x_1 f(x_1; x_2).

§20. éîôåòðïìñãéñ ðáòáâïìéþåóëéíé óðìáêîáíé 89 œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ P^′_3(ξ_3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (6) ÐÒÉ i = 3:

P^′_3(ξ_3) = −v_3 ( 1 x_3 − ξ_3 + 1 ξ_4 − ξ_3 ) − v_4 ( 1 ξ_4 − x_3 − 1 ξ_4 − ξ_3 ) + + f(x_3) ( 1 x_3 − ξ_3 + 1 ξ_4 − x_3 ) . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

v_3 ( 1 ξ_3 − x_1 + 1 ξ_3 − x_2 + 1 x_3 − ξ_3 + 1 ξ_4 − ξ_3 ) + v_4 ( 1 ξ_4 − x_3 − 1 ξ_4 − ξ_3 ) = = f(x_2) ( 1 ξ_3 − x_1 + 1 ξ_3 − x_2 ) + f(x_3) ( 1 x_3 − ξ_3 + 1 ξ_4 − x_3 ) + ξ^3 − x^2

ξ_3 − x_1

f(x_1; x_2).

Â). œÙÐÉÛÅÍ ÎÏŒÏÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (8). ðÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ

P_n(x) = a_{1,n} + (x − ξ_{n−1})a_{2,n} + (x − ξ_{n−1})(x − x_{n−1})a_{3,n} ÇÄÅ a_{1,n} = v_{n−1}, a_{2,n} = f(x_{n−1}) − v_{n−1} x_{n−1} − ξ_{n−1} , a_{3,n} = 1 x_n − ξ_{n−1} ( f(x_{n−1}; x_n) − a_{2,n}) . ðÏÜÔÏÍÕ

P^′_n(ξ_{n−1}) = a_{2,n} + (ξ_{n−1} − x_{n−1})a_{3,n} = a_{2,n} − x_{n−1} − ξ_{n−1} x_n − ξ_{n−1} (

f(x_{n−1}; x_n) − a_{2,n}) = = x^{n−1} + x^n − 2ξ^{n−1} x_n − ξ_{n−1} a_{2,n} − x_{n−1} − ξ_{n−1} x_n − ξ_{n−1} f(x_{n−1}; x_n) = = ( 1 x_{n−1} − ξ_{n−1} + 1 x_n − ξ_{n−1} ) (f(x_{n−1}) − v_{n−1}) − x^{n−1} − ξ^{n−1} x_n − ξ_{n−1} f(x_{n−1}; x_n). œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ P^′_{n−2}(ξ_{n−1}) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (7) ÐÒÉ i = n − 1:

P^′_{n−2}(ξ_{n−1}) = v_{n−2} ( 1 x_{n−2} − ξ_{n−2} − 1 ξ_{n−1} − ξ_{n−2} ) + + v_{n−1} ( 1 ξ_{n−1} − x_{n−2} + 1 ξ_{n−1} − ξ_{n−2} ) − − f(x_{n−2}) ( 1 x_{n−2} − ξ_{n−2} + 1 ξ_{n−1} − x_{n−2} )

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v_{n−2} ( 1 x_{n−2} − ξ_{n−2} − 1 ξ_{n−1} − ξ_{n−2} ) +

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

+v_{n−1} ( 1 ξ_{n−1} − x_{n−2} + 1 ξ_{n−1} − ξ_{n−2} + 1 x_{n−1} − ξ_{n−1} + 1 x_n − ξ_{n−1} ) = = f(x_{n−2}) ( 1 x_{n−2} − ξ_{n−2} + 1 ξ_{n−1} − x_{n−2} ) + +f(x_{n−1}) ( 1 x_{n−1} − ξ_{n−1} + 1 x_n − ξ_{n−1} ) − x_{n−1} − ξ_{n−1} x_n − ξ_{n−1} f(x_{n−1}; x_n). 2. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁŒÁÔØ P_1, P_2, . . . , P_n ËÁË ÒÁÎØÛÅ ÎÁÂÏÒÏÍ v_1, v_2, . . . , v_{n+1} . œÙÐÏÌ- ÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑ (10) ÄÏÂSSÅÍÓÑ, ÐÏÔÒÅÂÏŒÁŒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ (P f)^{′′} Œ ÔÏÞËÁÈ ξ_2 É

ξ_n , Ô.Å.

P^{′′}_1 (ξ_2) = P^{′′}_2 (ξ_2), P^{′′}_{n−1}(ξ_n) = P^{′′}_n (ξ_n) (11)

(ÕÓÌÏŒÉÑ (10) É (11) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÉÌÕ (4) Õ P_1 É P_2 , P_{n−1} É P_n ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÄÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ).

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (11) ÄÁÀÔ ÄŒÁ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ.

éÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_i Œ ŒÉÄÅ (2) ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (11) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ

c_{3,1} = c_{3,2}, c_{3,n−1} = c_{3,n} (12)

§ 20.4.5. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÚÅÌ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ.

œŒÅÄÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ x_0 < x_1 É x_{n+1} > x_n É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉ- ÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x_0) É f(x_{n+1}) Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ξ_1 = x_0 É

ξ_{n+1} = x_{n+1} v_1 = f(ξ_1), v_{n+1} = f(ξ_{n+1}).

üÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÓÏ- ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒŒÙÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

§ 20.4.6. üËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÑ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^′(x_1), f^′(x_n) ÌÉÂÏ f^{′′}(x_1), f^{′′}(x_n) ÂÅÒÕÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Q^′_k(x_1), R^′_k(x_n) ÌÉÂÏ Q^{′′}_k(x_1), R^{′′}_k(x_n), ÇÄÅ Q_k(x) { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k − 1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ x_1, x_2, . . . , x_k , R_k(x) { ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k−1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ

x_{n−k+1}, x_{n−k+2}, . . . , x_n , k ≥ 2. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^′ ÉÌÉ f^{′′} Œ ÔÏÞËÁÈ x_1 É x_n ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÕËÁÚÙŒÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ (ÓÍ. ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ

ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÅÒŒÏÊ ÉÌÉ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ).

çÌÁŒÁ II.

íåôïäù ðòéâìéöåîéñ æõîëãéê íîïçéè ðåòåíåîîùè

éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ f : ˙ ⊂ R^n → R^1 ÕËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ. îÏ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ (I.1.3) É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ŒÙÛÅ ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ÒÑÄ ÍÅÔÏÄÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

äÌÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÈÏÒÏÛÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (I.1.3) ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ, Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, ÄŒÕÍÑ ÍÅÔÏÄÁÍÉ:

1) ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ,

2) ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

x 1. éîôåòðïìñãéñ æõîëãéê íîïçéè ðåòåíåîîùè ôåîúïòîùíé ðòïéúœåäåîéñíé

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏ ÓŒÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ ÉÎÔÒÅ- ÐÏÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ, Ë ÚÁÄÁÞÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

§ 1.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : Z = X × Y → R^1 , f ∈ F (Z, R^1) { ÎÅËÏÔÏÒÏ- ÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÎÁÂÏÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ u_1, . . . , u_n , u_i : X → R^1 ,

u_i ∈ F (X, R^1) É v_1, . . . , v_m , v_i : Y → R^1 , v_i ∈ F (Y, R^1) É ÎÁÂÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ λ_1, . . . , λ_n ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F (X, R^1) É μ_1, . . . , μ_m ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ F (Y, R^1). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÀ P f ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÉÄÁ P f =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} γ_{i,j}w_{i,j} ÔÁËÕÀ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ν_{i,j}(P f) = ν_{i,j}(f), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, (1)

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ÇÄÅ w_{i,j} = u_i ⊗ v_j, Ô.Å. w_{i,j}(x, y) = u_i(x)v_j(y), ν_{i,j} = λ_i ⊗ μ_j, Ô.Å. ν_{i,j}(f) = λ_i(μ_j(f_x(y))) = μ_j(λ_i(f_y(x))), f_x(y) = f(x, y) ∈ F (Y, R^1), f_y(x) = f(x, y) ∈ F (X, R^1), f ∈ F (Z, R^1), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, x ∈ X, y ∈ Y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

U = ⟨u_i⟩^n_{i=1} = { n ∑ i=1 α_iu_i : α ∈ R^n } , V = ⟨v_j⟩^m_{j=1} , ~ = ⟨λ_i⟩^n_{i=1} , M = ⟨μ_j⟩^n_{j=1} , W = U ⊗ V = {w = u ⊗ v : u ∈ U, v ∈ V } . ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ 1. ÆÕÎËÃÉÉ u_1, . . . , u_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ λ_1, . . . , λ_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÍÁÔÒÉÃÁ A = (λ_i(u_j))_{i,j=1,...,n} (2) ÏÂÒÁÔÉÍÁ;

2. ÆÕÎËÃÉÉ v_1, . . . , v_m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ μ_1, . . . , μ_m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÍÁÔÒÉÃÁ B = (μ_i(v_j))_{i,j=1,...,m} (3) ÏÂÒÁÔÉÍÁ.

ôÏÇÄÁ 1. æÕÎËÃÉÉ w_{ij} = u_i ⊗ v_j ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W = U ⊗ V É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ W ÒÁŒÎÁ nm.

2. úÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ. 3. éÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ P f =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} γ_{i,j}w_{i,j} (4) ÇÄÅ ` = (γ_{i,j})_{(i=1,...,n, j=1,...,m)} = A^{−1 (} (ν_{i,j}(f))_{(i=1,...,n, j=1,...,m)}^{) (}B^{t)−1} . (5) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ W = U ⊗ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ w =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} γ_{i,j}w_{i,j} äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, w ∈ U ⊗ V ÅÓÔØ w = u ⊗ v , Ô.Å. w(x, y) = u(x)v(y). ôÁË ËÁË

u_1, . . . , u_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ U É v_1, . . . , v_m ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ V , ÔÏ

u(x) =^{n∑}_{i=1} α_iu_i(x) v(y) =^{m∑}_{j=1} β_jv_j(y).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ðÏÜÔÏÍÕ w(x, y) =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} α_iβ_ju_i(x)v_j(y). ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ (ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ w_{ij} =

u_i ⊗ v_j ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ U ⊗ V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ν_{kl}(w) = (λ_k ⊗ μ_l)(w) = (λ_k ⊗ μ_l) n∑ i=1 m∑ j=1 γ_{i,j}u_i ⊗ v_j =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} γ_{i,j}λ_k(u_i)μ_l(v_j) = =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} γ_{i,j}a_{ki}b_{lj} =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} a_{ki}γ_{i,j}b_{lj} = (A`B^t)_{kl} ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ` = A^{−1}(ν_{kl}(w))_{k=1,...,n, l=1,...,m}(B^t)^{−1} (6) ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ w , Ô.Å. w_{ij} { ÂÁÚÉÓ W .

éÚ (1) É (6) ŒÙÔÅËÁÀÔ ŒÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

§ 1.2. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ïÃÅÎÉÍ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5).

1) ó ÐÏÍÏÝØÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, LU {ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ A^{−1} Ó ÚÁ- ÔÒÁÔÏÊ O(n^3) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

2) ó ÐÏÍÏÝØÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, LU {ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ B^{−1} Ó ÚÁ- ÔÒÁÔÏÊ O(m^3) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

3) íÁÔÒÉÃÁ T = A^{−1}(ν_{kl}(f)) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁ- ÔÒÉÃ Ó ÚÁÔÒÁÔÏÊ O(n^2m) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

4) íÁÔÒÉÃÁ ` = T (B^t)^{−1} ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÚÁÔÒÁÔÏÊ O(nm^2) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5), ÒÁŒÎÏ O(n^3 + n^2m + nm^2 + m^3).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ` = (γ_{i,j}) ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ_n ∑ i=1 m∑ j=1 λ_k(u_i)μ_l(v_j)γ_{ij} = ν_{kl}(f), k = 1, 2, . . . , n, l = 1, 2, . . . , m ÉÚ n·m ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n·m ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ γ_{ij} ÔÒÅÂÕÅÔ 23(n·m)^3 ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ çÁÕÓÓÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = m ÜÔÏ ÄÁÅÔ O(n^6) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ, ËÁË ÆÏÒÍÕÌÅ (5) O(n^3).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

§ 1.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÓËÏÍÙÈ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ ` = (γ_{i,j})_{(i=1,...,n, j=1,...,m)} ÆÕÎËÃÉÉ P f . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f_{kl} = ν_{kl}(f), f_l = (f_{1l}, . . . , f_{nl})^t { ŒÅËÔÏÒ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_{kl} , F = [f_1, . . . , f_m] { n × m ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_k . ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ` = A^{−1}F (B^t)^{−1}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

T = A^{−1}F = A^{−1}[f_1, . . . , f_m] = [A^{−1}f_1, . . . , A^{−1}f_m].

œ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ (I.1.4) ÔÅÏÒÅÍÙ (I.1.1) ÅÓÌÉ b = (b_1, . . . , b_n)^t { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ c = A^{−1}b ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ u =^{n∑}_{i=1} c_iu_i ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ λ_k(u) = b_k , k = 1, 2, . . . , n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, k -Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ T ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏ k -ÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ f_k ÍÁÔÒÉÃÙ F .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

` = T (B^t)^{−1} =^(B^{−1}T^{t)t} .

åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ T^t = [t_1, . . . , t_n] { ÓÔÏÌÂÃÙ t_i ∈ R^m ÍÁÔÒÉÃÙ T^t , ÔÏ B^{−1}T = [B^{−1}t_1, . . . , B^{−1}t_n]. œ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ (I.1.4) ÔÅÏÒÅÍÙ (I.1.1) ÅÓÌÉ b = (b_1, . . . , b_m)^t { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ c = B^{−1}b ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎ- ÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ u =^{m∑}_{j=1} c_ju_j ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ μ_l(u) = b_l , l = 1, 2, . . . , m. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, l -ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ` ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉ- ÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏ l -ÏÊ ÓÔÒÏËÅ t_l ÍÁÔÒÉÃÙ T .

íÁÔÒÉÃÙ T É ` ÏÂÙÞÎÏ ÈÒÁÎÑÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ F . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÉ- ÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ.

1) äÌÑ ŒÓÅÈ k = 1, 2, . . . , n ÚÁÍÅÎÉÔØ k -Ê ÓÔÏÌÂÅÃ f_k ÍÁÔÒÉÃÙ F ÎÁ ŒÅËÔÏÒ

α_k ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ u =^n ∑ i=1 α_{ki}u_i ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ λ_i(f_k) = f_{ik} = λ_i(u), i = 1, 2, . . . , n.

2) äÌÑ ŒÓÅÈ l = 1, 2, . . . , m ÚÁÍÅÎÉÔØ l -ÕÀ ÓÔÒÏËÕ t_l ÍÁÔÒÉÃÙ F ÎÁ ŒÅËÔÏÒ

β_l ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ v =^m ∑ j=1 β_{lj}v_j ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

μ_j(t_l) = t_{jl} = μ_j(u), j = 1, 2, . . . , m.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

§ 1.4. ðÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ðÕÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÁ INTERP X(LU, N, ALPFA) ÐÏ ŒÅËÔÏÒÕ

LU = ( (λ_i(u))(_{i=1,...,}N) )

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ λ_i ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u ∈ F (X, R^1) ÓÔÒÏÉÔ ŒÅË- ÔÏÒ ALPFA = (α_i)(_{i=1,...,}N) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P_X u = ∑N_{i=1} α_iu_i ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ 1 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F (X, R1).

ðÕÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÁ INTERP Y(MV, M, BETA) ÐÏ ŒÅËÔÏÒÕ

MV = ( (μ_j(v))(_{j=1,...,}M) )

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ μ_i ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ v ∈ F (Y, R^1) ÓÔÒÏÉÔ ŒÅË- ÔÏÒ BETA = (β_i)(_{j=1,...,}M) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P_Y v = ∑M_{j=1} β_jv_j ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ 2 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F (Y, R1).

ðÕÓÔØ f ∈ F (X × Y, R^1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ N × M ÍÁÔÒÉÃÕ

NF = ( ( (λ_i ⊗ μ_j)(f) )(_{i=1,...,}N_{, j=1,...,}M) )

éÓËÏÍÁÑ N × M ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ GAMMA = ` ÆÕÎËÃÉÉ P f (P f)(x, y) = N_∑ i=1 M_∑ j=1 γ_{i,j}u_i(x)v_j(y) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ

1. äÌÑ i = 1, N ŒÙÐÏÌÎÑÔØ

INTERP X(i{Ê ÓÔÏÌÂÅÃ NF, N, i{Ê ÓÔÏÌÂÅÃ GAMMA)

2. äÌÑ j = 1, M ŒÙÐÏÌÎÑÔØ

INTERP Y(j{Ñ ÓÔÒÏËÁ GAMMA, M, j{Ñ ÓÔÒÏËÁ GAMMA)

åÓÌÉ ÍÅÔÏÄ 1 ÉÌÉ 2 ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÌÑ ÓŒÏÅÇÏ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ŒÙÚÏŒÅ ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÙ INTERP X É INTERP Y. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ë ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍ- ÍÅ INTERP X ÉÌÉ INTERP Y ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, LU{ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÙÚÏŒÁ ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ŒÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÍ ÍÁÓÓÉŒÅ.

œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÌÉÂÏ ÐÕÎËÔ 1 ÌÉÂÏ ÐÕÎËÔ 2 ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÔÒÁÔ ÎÁ ŒÙÚÏŒ ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ X ÉÌÉ Y.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÑÚÙËÅ FORTRAN, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÓÓÉŒÙ ÈÒÁÎÑÔÓÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ, ÐÅÒ- ŒÙÊ ÐÕÎËÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

DO I=1,N

CALL INTERP X( NF(1,I), N, GAMMA(1,I) ) ENDDO îÁ ÑÚÙËÅ C, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÓÓÉŒÙ ÈÒÁÎÑÔÓÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ, ŒÔÏÒÏÊ ÐÕÎËÔ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

for( j=0; j < M; j++ ) INTERP Y( GAMMA[j], M, GAMMA[j] );

§ 1.5. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ

ðÕÓÔØ f = f(x, y) { ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÅ [a, b] × [c, d]. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b É c = y_1 < y_2 < . . . < y_m = d, É ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_i, y_j), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ (x_i, y_j). ðÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ.

§ 1.5.1. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ

ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÐ- ÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÓÍ. § I.3). ðÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (I.3.1).

œŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÙ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

u_i(x) = n∏ k=1,k≠i x − x_k x_i − x_k , i = 1, 2, . . . , n, v_j(y) = m∏ l=1,l≠j y − y_l y_j − y_l , j = 1, 2, . . . , m. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ λ_i(u) = u(x_i), i = 1, 2, . . . , n, μ_j(v) = v(y_j), j = 1, 2, . . . , m. (7) íÁÔÒÉÃÙ A Œ (2) É B Œ (3) { ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: w_{ij}(x, y) = u_i(x)v_j(y) = n∏ k=1,k≠i m∏ l=1,l≠j x − x_k x_i − x_k y − y_l y_j − y_l , i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: ν_{ij}(f) = λ_i(μ_j(f)) = f(x_i, y_j) i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij} ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). œ ÓÉÌÕ A^{−1} = I , B^{−1} = I ÉÍÅÅÍ: γ_{ij} = ν_{ij}(f). œ ÉÔÏÇÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P f =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} f(x_i, y_j)^{n∏}_{k=1,k≠i}^{m∏}_{l=1,l≠j} x − x^kx_i − x_k y − y^ly_j − y_l .

§ 1.5.2. òÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ òÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ § I.8, ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ § I.8) ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ:

f(x_i; . . . ; x_{i+k}, y_j; . . . ; y_{j+l}) = = (f(x_i; . . . ; x_{i+k}))(y_j; . . . ; y_{j+l}) = (f(y_j; . . . ; y_{j+l}))(x_i; . . . ; x_{i+k}).

òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÚÄÅÓØ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (I.4.2). üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÁÎÁÌÏÇÕ ÏÐÒÅÄÅÌÎÉÑ (I.8.1).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË x_i, . . . , x_{i+k} , y_j, . . . , x_{j+l} (ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ). òÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ f(x_i, y_j) = f(x_i, y_j), ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ (k+l)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ f(x_i; . . . ; x_{i+k}, y_j; . . . ; y_{j+l})

=

1 k! ∂^kf ∂x^k ( x_i, y_j; . . . ; y_{j+l}), ÅÓÌÉ x_i = . . . = x_{i+k} É f ∈ C^{(k+l)},

(f(x_i; . . . ; x_{r−1}; x_{r+1}; . . . ; x_{i+k}, y_j; . . . ; y_{j+l})−

−f(x_i; . . . ; x_{s−1}; x_{s+1}; . . . ; x_{i+k}, y_j; . . . ; y_{j+l}))/(x_s − x_r) ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x_s ≠ x_r, 1 l! ∂^lf ∂y^l ( x_i; . . . ; x_{i+k}, y_j), ÅÓÌÉ y_j = . . . = y_{j+l} É f ∈ C^{(k+l)},

(f(x_i; . . . ; x_{i+k}, y_j; . . . ; y_{r−1}; y_{r+1}; . . . ; y_{j+l})−

−f(x_i; . . . ; x_{i+k}, y_j; . . . ; y_{s−1}; y_{s+1}; . . . ; y_{j+l}))/(y_s − y_r) ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ y_s ≠ y_r,

§ 1.5.3. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÐ- ÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀ- ÔÏÎÁ (ÓÍ. § I.5). ðÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ŒÙÞÉÓÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (I.5.2).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ œŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÙ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

u_i(x) = i−1∏ k=1 (x − x_k), i = 1, 2, . . . , n, v_j(y) = j−1∏ l=1 (y − y_l), j = 1, 2, . . . , m (ÚÄÅÓØ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 1, ÅÓÌÉ ŒÅÒÈÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÍÅÎØÛÅ ÎÉÖÎÅ- ÇÏ). æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ Œ (7). ïÄÎÁËÏ, ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁÅÔ ÔÕ ÖÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. œ ÓÉÌÕ (I.10.1) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ λ_i(u) = u(x_1; . . . ; x_i), i = 1, 2, . . . , n, μ_j(v) = v(y_1; . . . ; y_j), j = 1, 2, . . . , m. äÌÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A Œ (2) É B Œ (3) { ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: w_{ij}(x, y) = u_i(x)v_j(y) = i−1∏ k=1 j−1∏ l=1 (x − x_k)(y − y_l) i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ:

ν_{ij}(f) = λ_i(μ_j(f)) = f(x_1; . . . ; x_i, y_1; . . . ; y_j) i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij} ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). œ ÓÉÌÕ A^{−1} = I , B^{−1} = I ÉÍÅÅÍ: γ_{ij} = ν_{ij}(f). œ ÉÔÏÇÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P f(x, y) =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} f(x_1; . . . ; x_i, y_1; . . . ; y_j)^{i−1∏}_{k=1}^{j−1∏}_{l=1}(x − x_k)(y − y_l) (8)

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ § 1.4 ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÚ § I.5 ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y .

§ 1.5.4. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ "ÄŒÉÖÕÝÉÍÉÓÑ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ

ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎ- ÔÅÒÐÏÌÑÃÉÅÊ "ÄŒÉÖÕÝÉÍÉÓÑ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ (ÓÍ. § I.6) ÓÔÅÐÅÎÉ k É l ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ. üÔÉ ÍÅÔÏÄÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ [x_i, x_{i+1}], i = 1, 2, . . . , n − k − 1, [x_{n−k}, x_n] É [y_j, y_{j+1}], j = 1, 2, . . . , m − l − 1, [y_{m−l}, y_m] ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉ- ÅÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÍ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ, ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

§1. éîôåòðïìñãéñ ôåîúïòîùíé ðòïéúœåäåîéñíé 99

§ 1.5.5. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ (ÓÍ. § I.9). ôÅÏÒÅ- ÍÁ I.9.1 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÚÌÏŒ.

§ 1.5.6. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÐ- ÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛÅŒÁ (ÓÍ. § I.13). ðÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (I.13.10).

œŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÙ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

^T^{(x)}_i (x) = T_i ( 2x − (b + a) b − a ) , i = 0, 1, . . . , n − 1, ^T^{(y)}_j (y) = T_j ( 2y − (d + c) d − c ) , j = 0, 1, . . . , m − 1, (9)

æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ Œ (I.13.4):

λ_i(u) = ⟨ ^T^{(x)}_i , u ⟩(x) n , i = 0, 1, . . . , n − 1, μ_j(v) = ⟨ ^T^{(y)}_i , v ⟩(y) m , j = 0, 1, . . . , m − 1, ÇÄÅ ⟨f, g⟩^{(x)}_n = n∑ i=1 f(x_i)g(x_i), ⟨f, g⟩^{(y)}_m =^{m∑}_{j=1} f(y_j)g(y_j). äÌÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A Œ (2) É B Œ (3) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ (ÓÍ. (I.13.9)):

A = diag [ n, n 2 , . . . , n 2 ] ∈ M_n, B = diag^[m,^m2 , . . . ,^m2^] ∈ M_m.

âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ:

w_{ij}(x, y) = u_i(x)v_j(y) = ^T^{(x)}_i (x) ^T^{(y)}_j (y), i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 0, 1, . . . , m − 1. (10)

âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ:

ν_{ij}(f) = λ_i(μ_j(f)) = n∑ i=1 m∑ j=1 w_{ij}(x_i, y_j)f(x_i, y_j) ≡ ⟨w_{ij}, f⟩^{(xy)}_{nm} i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 0, 1, . . . , m − 1,

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

§1. éîôåòðïìñãéñ ôåîúïòîùíé ðòïéúœåäåîéñíé 100 ÇÄÅ ⟨f, g⟩^{(xy)}_{nm} = n∑ i=1 m∑ j=1 f(x_i, y_j)g(x_i, y_j). éÚ ÌÅÍÍÙ I.13.2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ⟨w_{ij}, w_{kl}⟩^{(xy)}_{nm} = 0 ÐÒÉ i ≠ j É k ≠ l, ⟨w_{ij}, w_{ij}⟩^{(xy)}_{nm} = nm 4 ÐÒÉ i ≠ 0 É j ≠ 0, ⟨w_{ij}, w_{ij}⟩^{(xy)}_{nm} = nm 2 ÐÒÉ i ≠ 0, j = 0 ÉÌÉ i = 0, j ≠ 0, ⟨w_{00}, w_{00}⟩^{(xy)}_{nm} = nm, Ô.Å. ÂÁÚÉÓ w_{ij} ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ⟨·, ·⟩^{(xy)} . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij} ŒÙÞÉ- ÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). œ ÓÉÌÕ ŒÉÄÁ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÉÍÅÅÍ: γ_{ij} = ν_{ij}(f) ⟨w_{ij}, w_{ij}⟩^{(xy)}_{nm} = ⟨w^{ij}, f⟩ (xy) nm ⟨w_{ij}, w_{ij}⟩^{(xy)}_{nm} . œ ÉÔÏÇÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P f(x) =^{n−1∑}_{i=0}^{m−1∑}_{j=0} ⟨w^{ij}, f⟩ (xy) nm ⟨w_{ij}, w_{ij}⟩^{(xy)}_{nm} w_{ij}. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ § 1.4 ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (I.13.11) ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y .

§ 1.5.7. áÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛÅŒÁ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÐ- ÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛÅŒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁ- ÄÒÁÔÏŒ (ÓÍ. § I.17). ðÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ŒÙÞÉ- ÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (I.17.2) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (I.17.5).

œŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÙ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: (9). æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ Œ (I.17.3):

λ_i(u) = [ u, ^T^{(x)}_i ](x) , i = 0, 1, . . . , n − 1, μ_j(v) = [ v, ^T^{(y)}_j ](y) , j = 0, 1, . . . , m − 1, ÇÄÅ [f, g]^{(x)} = b∫ a f(x)g(x) √ (b − x)(x − a) dx, [f, g]^{(y)} = d∫ c f(y)g(y) √ (d − y)(y − c) dy.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ äÌÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A Œ (2) É B Œ (3) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ I.17.2):

A = diag [ π, π 2 , . . . , π 2 ] ∈ M_n, B = diag^[π,^π2 , . . . ,^π2^] ∈ M_m.

âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: (10). âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ:

ν_{ij}(f) = λ_i(μ_j(f)) = [ ^T^{(x)}_i ^T^{(y)}_j , f ](xy) = [w_{ij}, f]^{(xy)} i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 0, 1, . . . , m − 1, ÇÄÅ [f, g]^{(xy)} b∫ a d∫ c f(x, y)g(x, y) √ (b − x)(x − a)(d − y)(y − c) dxdy. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ∈ P_{n−1}(x)⊗P_{m−1}(y) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ: [ P f, ^T^{(x)}_i ^T^{(y)}_j ](xy) =^[f,^^T^{(x)}_i^^T^{(y)}_j^{](xy)} , i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 0, 1, . . . , m − 1, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÕÓÌÏŒÉÊ (I.17.3). œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏ- ÇÏ Œ § I.17 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ∈ P_{n−1}(x) ⊗ P_{m−1}(y) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ‖f − P f‖^2_∗ ≡ [f − P f, f − P f]^{(xy)} → min Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ P f ∈ P_{n−1}(x) ⊗ P_{m−1}(y).

éÚ ÌÅÍÍÙ I.17.2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

[w_{ij}, w_{kl}]^{(xy)} = 0 ÐÒÉ i ≠ j É k ≠ l, [w_{ij}, w_{ij}]^{(xy)} = π^24 ÐÒÉ i ≠ 0 É j ≠ 0, [w_{ij}, w_{ij}]^{(xy)} = π^22 ÐÒÉ i ≠ 0, j = 0 ÉÌÉ i = 0, j ≠ 0, [w_{00}, w_{00}]^{(xy)} = π^2, Ô.Å. ÂÁÚÉÓ w_{ij} ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ [·, ·]^{(xy)} .

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij} ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). œ ÓÉÌÕ ŒÉÄÁ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÉÍÅÅÍ: γ_{ij} = ν_{ij}(f) [w_{ij}, w_{ij}]^{(xy)} = [w^{ij}, f] (xy) [w_{ij}, w_{ij}]^{(xy)} .

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ œ ÉÔÏÇÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P f(x) =^{n−1∑}_{i=0}^{m−1∑}_{j=0} [w^{ij}, f] (xy) [w_{ij}, w_{ij}]^{(xy)} w_{ij}. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ § 1.4 ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (I.17.19) ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y .

§ 1.6. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÙÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÅÎ.

ðÕÓÔØ f = f(x, y) { ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ [a, b] × [c, d]. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a = x_1 < x_2 < . . . < x_n = b É c = y_1 <

y_2 < . . . < y_m = d, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y

ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ [x_i, x_{i+1}], [y_j, y_{j+1}] ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ (ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ [x_k, x_{k+1}], [y_l, y_{l+1}], k ≠ i, l ≠ j ). ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A^{−1} É B^{−1} Œ (5) ÂÕÄÕÔ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ [x_i, x_{i+1}] × [y_j, y_{j+1}] ÓÔÒÏÉÔ- ÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ (ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ [x_k, x_{k+1}] × [y_l, y_{l+1}], k ≠ i, l ≠ j ). ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ- ËÏŒ [x_i, x_{i+1}] × [y_j, y_{j+1}]. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ: ÆÕÎËÃÉÑ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÅ [a, b] × [c, d], Á É ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁcÔÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ^⋃_{i,j} ([x_i, x_{i+1}] × [y_j, y_{j+1}]).

§ 1.6.1. ëÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ

ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÅÊ (ÓÍ. § I.15). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ [x_i, x_{i+1}]×[y_j , y_{j+1}]. ðÒÉÂÌÉ- ÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (I.15.1).

œŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÙ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

u_{i,1}(x) = x − x_{i+1} x_i − x_{i+1} , u_{i,2}(x) = x − x_i x_{i+1} − x_i , x ∈ [x_i, x_{i+1}], v_{j,1}(y) = y − y_{j+1} y_j − y_{j+1} , v_{j,2}(y) = y − y_j y_{j+1} − y_j , y ∈ [y_j, y_{j+1}]. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ

λ_{i,1}(u) = u(x_i), λ_{i,2}(u) = u(x_{i+1}), μ_{j,1}(v) = v(y_j), μ_{j,2}(v) = v(y_{j+1}).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ íÁÔÒÉÃÙ A Œ (2) É B Œ (3) { ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: w_{ij,kl}(x, y) = u_{i,k}(x)v_{j,l}(y), k, l = 1, 2. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: ν_{ij,kl}(f) = λ_{i,k}(μ_{j,l}(f)), k, l = 1, 2, Ô.Å. ν_{ij,11}(f) = f(x_i, y_j), ν_{ij,12}(f) = f(x_i, y_{j+1}), ν_{ij,21}(f) = f(x_{i+1}, y_j), ν_{ij,22}(f) = f(x_{i+1}, y_{j+1}).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4): P f =^{2∑}_{k=1}^{2∑}_{l=1} γ_{ij,kl}w_{ij,kl}, ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij,kl} ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). œ ÓÉÌÕ A^{−1} = I , B^{−1} = I ÉÍÅÅÍ: γ_{ij,kl} = ν_{ij,kl}(f). œ ÉÔÏÇÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P f = f(x_i, y_j) x − x^{i+1} x_i − x_{i+1} y − y_{j+1} y_j − y_{j+1} + f(x_i, y_{j+1}) x − x^{i+1} x_i − x_{i+1} y − y_j y_{j+1} − y_j +f(x_{i+1}, y_j) x − x^i x_{i+1} − x_i y − y_{j+1} y_j − y_{j+1} +

f(x_{i+1}, y_{j+1}) x − x^ix_{i+1} − x_i y − y^jy_{j+1} − y_j .

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÎÁ ŒÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S^{(x)}_2 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x_1, x_n] = [a, b] Ó ÉÚÌÏÍÁÍÉ x_2 < x_3 < . . . < x_{n−1} ; Á ÞÅÒÅÚ S^{(y)}_2 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [y_1, y_m] = [c, d] Ó ÉÚÌÏÍÁÍÉ y_2 < y_3 < . . . < y_{m−1} .

œŒÅÄÅÍ ÂÁÚÉÓÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S^{(x)}_2 , S^{(y)}_2 (ÓÍ. (I.16.2))

H^{(x)}_i ∈ S^{(x)}_2 , H^{(x)}_i (x_k) = δ_{ik}, i, k = 1, 2, . . . , n, H^{(y)}_j ∈ S^{(y)}_2 , H^{(y)}_j (y_l) = δ_{jl}, j, l = 1, 2, . . . , m.

œÓÑËÁÑ u ∈ S^{(x)}_2 É ŒÓÑËÁÑ v ∈ S^{(y)}_2 ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ.( I.16.3)):

u(x) =^{n∑}_{k=1} u(x_k)H^{(x)}_k (x), v(y) =^{m∑}_{l=1} v(y_l)H^{(y)}_l (y).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ŒÙÂÉÒÁÅÍ λ_i(u) = u(x_i), i = 1, 2, . . . , n, μ_j(v) = v(y_j), j = 1, 2, . . . , m. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A Œ (2) É B Œ (3) { ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ; ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: w_{ij}(x, y) = H^{(x)}_i (x)H^{(y)}_j (y), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m; ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: ν_{ij}(f) = f(x_i, y_j), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij} ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). œ ÓÉÌÕ A^{−1} = I , B^{−1} = I ÉÍÅÅÍ: γ_{ij} = ν_{ij}(f). œ ÉÔÏÇÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P f =^{n∑}_{i=1}^{m∑}_{j=1} f(x_i, y_j)H^{(x)}_i (x)H^{(y)}_j (y).

§ 1.6.2. ëÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ

ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁ- ÔÏŒ (ÓÍ. § I.16). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÎÁ ŒÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f .

œŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÙ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ): u_i(x) ≡ H^{(x)}_i (x), i = 1, 2, . . . , n, v_j(y) ≡ H^{(y)}_j (y), j = 1, 2, . . . , m. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ

λ_i(u) = ( u, H^{(x)}_i ) L_2([a,b]) , i = 1, 2, . . . , n, μ_j(v) = ( v, H^{(y)}_j ) L_2([c,d]) , j = 1, 2, . . . , m. íÁÔÒÉÃÙ A Œ (2) É B Œ (3) { ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ, ÓÍ. (I.16.8). âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: w_{ij}(x, y) = H^{(x)}_i (x)H^{(y)}_j (y), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ:

ν_{ij}(f) = λ_i(μ_j(f)) = ( f, H^{(x)}_i H^{(y)}_j ) L_2([a,b]×[c,d]) , i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f ≡ L_2f ∈ S^{(x)}_2 ⊗ S^{(y)}_2 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ: ( L_2f, H^{(x)}_i H^{(y)}_j ) L_2([a,b]) = ( f, H^{(x)}_i H^{(y)}_j ) L_2([a,b]) , i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 0, 1, . . . , m − 1,

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÕÓÌÏŒÉÊ (I.16.6). œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏ- ÇÏ Œ § I.16 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P f = L_2f ∈ S^{(x)}_2 ⊗ S^{(y)}_2 ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ‖f − L_2f‖_{L2([a,b]×[c,d])} → min Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ L_2f ∈ S^{(x)}_2 ⊗ S^{(y)}_2 .

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij} ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ § 1.4, Á ÄÌÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÉÈ LU -ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

§ 1.6.3. ëÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ

ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÅÊ (ÓÍ. § I.19). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ [x_i, x_{i+1}] × [y_j, y_{j+1}]. ðÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ (I.19.2), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ (I.19.3).

œŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÙ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: u_{i,k}(x) = (x − x_i)^{k−1}, k = 1, 2, 3, 4, x ∈ [x_i, x_{i+1}], v_{j,l}(y) = (y − y_j)^{l−1}, l = 1, 2, 3, 4, y ∈ [y_j, y_{j+1}]. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ

λ_{i,1}(u) = u(x_i), λ_{i,2}(u) = d_i(u), λ_{i,3}(u) = u(x_{i+1}), λ_{i,4}(u) = d_{i+1}(u),

μ_{j,1}(v) = v(y_j), μ_{j,2}(v) = d_j(v), μ_{j,3}(v) = v(y_{j+1}), μ_{j,4}(v) = d_{j+1}(v),

ÇÄÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ d_i , d_j ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ŒÙÂÒÁÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ, ÓÍ. (I.19.4), (I.19.7), (I.19.8), (I.19.9), (I.19.12) (Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ d_i ÐÏ- ÌÕÞÁÀÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ).

æÏÒÍÕÌÙ (I.19.3) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ A^{−1}_i Œ (2) É

B^{−1}_j Œ (3). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (I.19.3) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉŒ h_i = x_{i+1} − x_i )

c_{1,i} = f(x_i) c_{2,i} = d_i c_{3,i} = 1

h^2_i ( 3 h_i (

f(x_{i+1}) − f(x_i)) − 2d_i − d_{i+1} )

= − 3h_{3i} f(x_i) − 2h_{2i} d_i + 3h_{3i} f(x_{i+1}) − 1h_{2i} d_{i+1}

c_{4,i} = 1

h^2_i ( d_i + d_{i+1} − 2 h_i (

f(x_{i+1}) − f(x_i)) )

= 2h_{3i} f(x_i) + 1h_{2i} d_i − 2h_{3i} f(x_{i+1}) + 1h_{2i} d_{i+1}

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

c_i ≡ (c_{1,i}, c_{2,i}, c_{3,i}, c_{4,i})^t = A^{−1}(h_i) (f(x_i), d_i, f(x_{i+1}), d_{i+1})^t ÇÄÅ

A^{−1}(h) =

1 0 0 0 0 1 0 0 − 3 h^3 − 2 h^2 3 h^3 − 1 h^2 2 h^3 1 h^2 − 2 h^3 1 h^2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A^{−1}_i = A^{−1}(x_{i+1} − x_i), B^{−1}_j = A^{−1}(y_{j+1} − y_j). (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i = (α_{i,k})^t_{k=1...4} ∈ R^4 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P u =^{4∑}_{k=1} α_{i,k}u_{i,k} , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ λ_{i,k}(P u) = λ_{i,k}(u), ŒÙÞÉ- ÓÌÑÀÔÓÑ ËÁË α_i = A^{−1}(x_{i+1} − x_i)λ_i(u), ÇÄÅ λ_i(u) = (λ_{i,k}(u))_{k=1...4} ∈ R^4 . ëÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ β_j = (β_{j,l})^t_{l=1...4} ∈ R^4 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P v =^{4∑}_{l=1} β_{j,l}v_{j,l} , ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ μ_{j,l}(P v) = μ_{j,l}(v), ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÁË β_j = A^{−1}(y_{j+1} − y_j)μ_j(v), ÇÄÅ μ_j(v) = (μ_{j,l}(v))_{l=1...4} ∈ R^4 ).

âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: w_{ij,kl}(x, y) = u_{i,k}(x)v_{j,l}(y) = (x − x_i)^{k−1}(y − y_j)^{l−1}, k, l = 1, 2, 3, 4. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: ν_{ij,kl}(f) = λ_{i,k}(μ_{j,l}(f)), k, l = 1, 2, 3, 4. (11) ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4): P f =^{4∑}_{k=1}^{4∑}_{l=1} γ_{ij,kl}w_{ij,kl} =^{4∑}_{k=1}^{4∑}_{l=1} γ_{ij,kl}(x − x_i)^{k−1}(y − y_j)^{l−1}, ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij,kl} ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). œ ÓÉÌÕ A^{−1}_i = A^{−1}(x_{i+1} − x_i), B^{−1}_j =

A^{−1}(y_{j+1} − y_j) ÉÍÅÅÍ:

`_{ij} = A^{−1}(x_{i+1} − x_i)F_{ij}(A^{−1}(y_{j+1} − y_j))^t,

ÇÄÅ `_{ij} = (γ_{ij,kl})_{k,l=1...4} ∈ M_4(R), F_{ij} = (ν_{ij,kl}(f))_{k,l=1...4} ∈ M_4(R).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ

œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ üÒÍÉÔÁ (ÓÍ. § I.19.3) ÍÁÔÒÉÃÁ F_{ij} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

F_{ij} =

f(x_i, y_j) ∂f(x^i, y^j)∂y f(x_i, y_{j+1}) ∂f(x^i, y^{j+1})∂y ∂f(x_i, y_j) ∂x ∂^2f(x_i, y_j) ∂x∂y ∂f(x_i, y_{j+1}) ∂x ∂^2f(x_i, y_{j+1}) ∂x∂y f(x_{i+1}, y_j) ∂f(x^{i+1}, y^j)∂y f(x_{i+1}, y_{j+1}) ∂f(x^{i+1}, y^{j+1})∂y ∂f(x_{i+1}, y_j) ∂x ∂^2f(x_{i+1}, y_j) ∂x∂y ∂f(x_{i+1}, y_{j+1}) ∂x ∂^2f(x_{i+1}, y_{j+1}) ∂x∂y Ô.Å. Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (x_i, y_j), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÚÁ

ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_i, y_j), ∂f(x^i, y^j)∂x , ∂f(x_i, y_j) ∂y , ∂^2f(x^i, y^j) ∂x∂y . œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÓÓÅÌÑ (ÓÍ.

§ I.19.4), ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÔÏÄÏÍ áËÉÍÙ (ÓÍ. § I.19.5), ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁ- ÎÉÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (ÓÍ. § I.19.6), ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ (ÓÍ. § I.19.7) ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (I.19.7), (I.19.8), (I.19.9), (I.19.12) (ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ, ÓÍ. § I.19.8), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ d_i (Œ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ ÍÅÔÏÄÁÈ \ÓÉÓÔÅÍÁ" ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G^{(x)} (ÐÒÉ x_i := x_i ) É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, G^{(y)} (ÐÒÉ x_i := y_i ), ÍÁÔÒÉÃÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (I.19.7), (I.19.8), (I.19.9) ÉÌÉ (I.19.12) ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÁ F^{(x)} = (f(x_i))_{i=1,2,...,n} (ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, F^{(y)} = (f(y_j))_{j=1,2,...,m} ), ÔÁË, ÞÔÏ D^{(x)} = G^{(x)}F^{(x)} , D^{(y)} = G^{(y)}F^{(y)} , ÇÄÅ D^{(x)} = (d_i)_{i=1,2,...,n} ÐÒÉ x_i := x_i , D^{(y)} = (d_j)_{j=1,2,...,m} ÐÒÉ x_i := y_i . íÁÔÒÉÃÁ

G^{(x)} ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ n × n, G^{(y)} { ÒÁÚÍÅÒ m × m, É ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ

ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ

ν_{ij,kl}(f) Œ (11). ðÕÓÔØ F = (f_{ij}) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ n × m ÍÁÔÒÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(x_i, y_j).

œÙÞÉÓÌÉÍ (ÏÄÉÎ ÒÁÚ):

n × m ÍÁÔÒÉÃÕ F^{(x)} = (f^{(x)}_{ij} ) ≡ G^{(x)}F ,

n × m ÍÁÔÒÉÃÕ F^{(y)} = (f^{(y)}_{ij} ) ≡ F (G^{(y)})^t ,

n × m ÍÁÔÒÉÃÕ F^{(xy)} = (f^{(xy)}_{ij} ) ≡ G^{(x)}F (G^{(y)})^t .

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ F_{ij} = (ν_{ij,kl}(f))_{k,l=1,2,3,4} Œ (11):

F_{ij} = f_{i,j} f^{(y)}_{i,j} f_{i,j+1} f^{(y)}_{i,j+1} f^{(x)}_{i,j} f^{(xy)}_{i,j} f^{(x)}_{i,j+1} f^{(xy)}_{i,j+1} f_{i+1,j} f^{(y)}_{i+1,j} f_{i+1,j+1} f^{(y)}_{i+1,j+1}

f^{(x)}_{i+1,j} f^{(xy)}_{i+1,j} f^{(x)}_{i+1,j+1} f^{(xy)}_{i+1,j+1}

ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ Œ ÐÁÍÑÔÉ üœí èÒÁÎÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ { ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ (ν_{ij,kl}(f)), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, k, l = 1, 2, 3, 4, ÒÁÚÍÅÝÁÀÔÓÑ Œ 3-È ÍÅÒÎÏÍ ÍÁÓÓÉŒÅ F = (f_{ijk}), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, k = 1, 2, 3, 4 ÒÁÚÍÅÒÁ (n × m × 4), ÇÄÅ f_{ij,1} = ν_{ij,11}(f) = f(x_i, y_j), f_{ij,2} = ν_{ij,12}(f), f_{ij,3} = ν_{ij,21}(f), f_{ij,4} = ν_{ij,22}(f). íÁÔÒÉÃÁ F_{ij} ŒÙÛÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 4-È ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ F_{i,j} , F_{i+1,j} ,

F_{i,j+1} , F_{i+1,j+1} . ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ { (γ_{ij,kl}), i = 1, 2, . . . , n,

j = 1, 2, . . . , m, k, l = 1, 2, 3, 4, ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ É ÈÒÁÎÑÔÓÑ Œ 4-È ÍÅÒÎÏÍ ÍÁÓÓÉŒÅ ` = (γ_{ijkl}), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, k, l = 1, 2, 3, 4 ÒÁÚÍÅÒÁ (n × m × 4 × 4), ÇÄÅ γ_{ijkl} = γ_{ij,kl} . § 1.6.4. ëÕÓÏÞÎÏ-ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÅÊ (ÓÍ. § I.20), Ô.Å. ŒŒÅÄÅÎÙ ÔÏÞËÉ

ξ^{(x)}_1 < a = x_1 < ξ^{(x)}_2 < x_2 < ξ^{(x)}_3 < x_3 < . . . < x_{n−1} < ξ^{(x)}_n < x_n = b < ξ^{(x)}_{n+1}, É ξ^{(y)}_1 < c = y_1 < ξ^{(y)}_2 < y_2 < ξ^{(y)}_3 < y_3 < . . . < y_{m−1} < ξ^{(y)}_m < x_m = d < ξ^{(y)}_{m+1},

É ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ P^{(x)}f (P^{(y)}f ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [ξ^{(x)}_i , ξ^{(x)}_{i+1}], i = 1, 2, . . . , n ([ξ^{(y)}_i , ξ^{(y)}_{i+1}], i = 1, 2, . . . , m) ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P^{(x)}_i (P^{(y)}_j ) ÓÔÅÐÅÎÉ 2, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ

P^{(x)}_i (x_i) = f(x_i),

P^{(x)}_i (ξ^{(x)}_i ) = v^{(x)}_i , P^{(x)}_i (ξ^{(x)}_{i+1}) = v^{(x)}_{i+1} i = 1, 2, . . . , n (12) ÉÌÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ,

P^{(y)}_j (y_j) = f(y_j),

P^{(y)}_j (ξ^{(y)}_j ) = v^{(y)}_j , P^{(y)}_j (ξ^{(y)}_{j+1}) = v^{(y)}_{j+1} j = 1, 2, . . . , m (13)

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ÇÄÅ v^{(x)}_i , i = 1, 2, . . . , n+1, v^{(y)}_j , j = 1, 2, . . . , m+1 { ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÅÔÏÄ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. œ ÍÅÔÏÄÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ ÜÔÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (I.20.8).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÅ [ξ^{(x)}_i , ξ^{(x)}_{i+1}] × [ξ^{(y)}_j , ξ^{(y)}_{j+1}]. ðÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (I.20.2), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ (I.20.3).

œŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÙ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

u_{i,k}(x) = (x − ξ^{(x)}_i )^{k−1}, k = 1, 2, 3, x ∈ [ξ^{(x)}_i , ξ^{(x)}_{i+1}],

v_{j,l}(y) = (y − ξ^{(y)}_j )^{l−1}, l = 1, 2, 3, y ∈ [ξ^{(y)}_j , ξ^{(y)}_{j+1}].

æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ

λ_{i,1}(u) = v^{(x)}_i , λ_{i,2}(u) = u(x_i), λ_{i,3}(u) = v^{(x)}_{i+1},

μ_{j,1}(v) = v^{(y)}_j , μ_{j,2}(v) = v(y_j), μ_{j,3}(v) = v^{(y)}_{j+1}.

æÏÒÍÕÌÙ (I.20.3) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ A^{−1}_i Œ (2) É

B^{−1}_j Œ (3). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (ÓÍ. ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ § I.20.3) ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (I.20.3) ÍÏÖÎÏ

ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉŒ h_i = x_i − ξ_i , z_i = ξ_{i+1} − x_i , h_i + z_i = ξ_{i+1} − ξ_i ) c_{1,i} = v_i c_{2,i} = −v_i ( 1 h_i + 1 h_i + z_i ) + f(x_i) ( 1 h_i + 1 z_i ) − v_{i+1} ( 1 z_i − 1 h_i + z_i )

c_{3,i} = v_i 1 h_i + z_i 1 h_i − f(x_i) 1h_i + z_i ( 1 h_i + 1 z_i ) + v_{i+1} 1h_i + z_i 1z_i

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

c_i ≡ (c_{1,i}, c_{2,i}, c_{3,i})^t = A^{−1}(h_i, z_i) (v_i, f(x_i), v_{i+1})^t ÇÄÅ

A^{−1}(h, z) = 1 0 0 − ( 1 h + 1h + z ) ( 1 h + 1z ) − ( 1 z − 1 h + z ) 1 h + z 1 h − 1 h + z ( 1 h + 1z ) 1 h + z 1 z ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A^{−1}_i = A^{−1}(x_i −ξ^{(x)}_i , ξ^{(x)}_{i+1}−x_i), B^{−1}_j = A^{−1}(y_j −ξ^{(y)}_j , ξ^{(y)}_{j+1}−y_j). (äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i = (α_{i,k})^t_{k=1...3} ∈ R^3 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ

P^{(x)}_i u =^4 ∑ k=1 α_{i,k}u_{i,k} , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ (12)

ŒÉÄÁ λ_{i,k}(P^{(x)}u) = λ_{i,k}(u), ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÁË α_i = A^{−1}(x_i − ξ^{(x)}_i , ξ^{(x)}_{i+1} − x_i)λ_i(u), ÇÄÅ

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

λ_i(u) = (λ_{i,k}(u))_{k=1...3} ∈ R^3 . ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ β_j = (β_{j,l})^t_{l=1...3} ∈ R^3 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ

ÆÕÎËÃÉÉ P^{(y)}_j v =^{3∑}_{l=1} β_{j,l}v_{j,l} , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑ-

ÃÉÉ (12) ŒÉÄÁ μ_{j,l}(P^{(y)}_j v) = μ_{j,l}(v), ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÁË β_j = A^{−1}(y_j − ξ^{(y)}_j , ξ^{(y)}_{j+1} −

y_j)μ_j(v), ÇÄÅ μ_j(v) = (μ_{j,l}(v))_{l=1...3} ∈ R^3 ).

âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: w_{ij,kl}(x, y) = u_{i,k}(x)v_{j,l}(y) = (x − ξ^{(x)}_i )^{k−1}(y − ξ^{(y)}_j )^{l−1}, k, l = 1, 2, 3. âÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: ν_{ij,kl}(f) = λ_{i,k}(μ_{j,l}(f)), k, l = 1, 2, 3. (14) ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4):

P f =^{3∑}_{k=1}^{3∑}_{l=1} γ_{ij,kl}w_{ij,kl} =^{3∑}_{k=1}^{3∑}_{l=1} γ_{ij,kl}(x − ξ^{(x)}_i )^{k−1}(y − ξ^{(y)}_j )^{l−1},

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ γ_{ij,kl} ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Œ (5). œ ÓÉÌÕ A^{−1}_i = A^{−1}(x_i −ξ^{(x)}_i , ξ^{(x)}_{i+1} −x_i),

B^{−1}_j = A^{−1}(y_j − ξ^{(y)}_j , ξ^{(y)}_{j+1} − y_j) ÉÍÅÅÍ:

`_{ij} = A^{−1}(x_i − ξ^{(x)}_i , ξ^{(x)}_{i+1} − x_i)F_{ij}(A^{−1}(y_j − ξ^{(y)}_j , ξ^{(y)}_{j+1} − y_j))^t,

ÇÄÅ `_{ij} = (γ_{ij,kl})_{k,l=1...3} ∈ M_3(R), F_{ij} = (ν_{ij,kl}(f))_{k,l=1...3} ∈ M_3(R).

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ { ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ œÈÏÄÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x_i, y_j) = λ_{i,2}(μ_{j,2}(f)), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, É ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ËÒÁÅŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (ÓÍ. § I.20.4). äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ν_{ij,kl}(f) Œ (14).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Œ (12) V^{(x)} = (v^{(x)}_i )_{i=1,2,...,n+1} ∈ R^{n+1} , F^{(x)} = (f(x_i))_{i=1,2,...,n} ∈ R^n , É Œ (13) V^{(y)} = (v^{(y)}_j )_{j=1,2,...,m+1} ∈ R^{m+1} , F^{(y)} = (f(y_j))_{j=1,2,...,m} ∈ R^m . óÉÓÔÅ- ÍÁ (I.20.8), ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ËÒÁÅŒÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ V^{(x)} É F^{(x)} (ÐÒÉ x_i := x_i , ξ := ξ^{(x)} ), Á ÔÁËÖÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ V^{(y)} É F^{(y)} (ÐÒÉ x_i := y_i , ξ := ξ^{(y)} ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G^{(x)} É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ,

G^{(y)} , ÍÁÔÒÉÃÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (I.20.8) ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÁ F^{(x)} (ÓÏÏÔ-

ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, F^{(y)} ), ÔÁË, ÞÔÏ V^{(x)} = G^{(x)}F^{(x)} , V^{(y)} = G^{(y)}F^{(y)} . íÁÔÒÉÃÁ G^{(x)} ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ (n + 1) × n, G^{(y)} { ÒÁÚÍÅÒ (m + 1) × m, É ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ

ν_{ij,kl}(f) Œ (14). ðÕÓÔØ F = (f_{ij}) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ n × m ÍÁÔÒÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(x_i, y_j).

œÙÞÉÓÌÉÍ (ÏÄÉÎ ÒÁÚ):

(n + 1) × m ÍÁÔÒÉÃÕ F^{(x)} = (f^{(x)}_{ij} ) ≡ G^{(x)}F , n × (m + 1) ÍÁÔÒÉÃÕ F^{(y)} = (f^{(y)}_{ij} ) ≡ F (G^{(y)})^t ,

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

(n + 1) × (m + 1) ÍÁÔÒÉÃÕ F^{(xy)} = (f^{(xy)}_{ij} ) ≡ G^{(x)}F (G^{(y)})^t . úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ F_{ij} = (ν_{ij,kl}(f))_{k,l=1,2,3} Œ (14):

F_{ij} = f^{(xy)}_{i,j} f^{(x)}_{i,j} f^{(xy)}_{i,j+1} f^{(y)}_{i,j} f_{i,j} f^{(y)}_{i,j+1} f^{(xy)}_{i+1,j} f^{(x)}_{i+1,j} f^{(xy)}_{i+1,j+1}

(15)

ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ Œ ÐÁÍÑÔÉ üœí èÒÁÎÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ { ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ (ν_{ij,kl}(f)), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, k, l = 1, 2, 3, 4, ÈÒÁÎÑÔÓÑ Œ ÞÅÔÙÒÅÈ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÍÁÔÒÉÃÁÈ F ∈ M_{n,m} , F^{(x)} ∈ M_{n+1,m} , F^{(y)} ∈ M_{n,m+1} , F^{(xy)} ∈ M_{n+,m+1} . íÁÔÒÉÃÁ

F_{ij} = (ν_{ij,kl}(f))_{k,l=1,2,3} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (15). ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ

ÆÕÎËÃÉÉ { (γ_{ij,kl}), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, k, l = 1, 2, 3, ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ É ÈÒÁÎÑÔÓÑ Œ 4-È ÍÅÒÎÏÍ ÍÁÓÓÉŒÅ ` = (γ_{ijkl}), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m,

k, l = 1, 2, 3 ÒÁÚÍÅÒÁ (n × m × 3 × 3), ÇÄÅ γ_{ijkl} = γ_{ij,kl} .

x 2. ðòéâìéöåîéå æõîëãéê íîïçéè ðåòåíåîîùè íåôïäïí ëïîåþîùè

üìåíåîôïœ

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

§ 2.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : D → R^1 , ÇÄÅ D ⊂ R^2 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ, f ∈ F (D, R^1) { ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ D Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ

´_k ⊂ D , ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË: D^′ ≡^{N⋃}_{k=1} ´_k ⊆ D . ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ

ÔÁËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ÄÌÑ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÔÏÄÏŒ. îÉÖÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÁÍÙÈ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÉÚ ÎÉÈ.

äÁÌÅÅ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_k ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ, Ô.Å. ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ P_kf , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ. ðÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÁÈ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ: ÅÓÌÉ (x, y) ∈ ´_{k1}^⋂ ´_{k2} { ÔÏÞËÁ ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉÃÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÔÏ P f_{k1} (x, y) = P f_{k2} (x, y). úÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

P f Œ ÔÏÞËÅ (x, y) ∈ D^′ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ k , ÔÁ- ËÏÅ, ÞÔÏ (x, y) ∈ ´_k , É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ P f(x, y) = P_kf(x, y). üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

œÏÚÍÏÖÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. îÁ ÏÂÌÁÓÔÉ

D^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁÂÏÒ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ φ_l(x, y) É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

ÉÝÕÔ Œ ŒÉÄÅ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ φ_l(x, y) ÏÂÙÞÎÏ ŒÙ- ÂÉÒÁÀÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÓÏÄÅÒÖÁÌ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ´_k (ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÛÌÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ \ËÏÎÅÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ"). îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ (x_l, y_l) ∈ D^′ É ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ φ_l(x, y) ÐÏÌÁÇÁÅÔ- ÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ´_k , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (x_l, y_l) ∈ ´_k . œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ φ_l(x, y) ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ λ_l Œ ÚÁÄÁÞÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ: λ_l(f) = f(x_l, y_l), ÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÕÖÅÎÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ´_k É ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÑ

P_kf ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

§ 2.2. óÐÏÓÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ

îÉÖÅ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ.

1) ïÂÌÁÓÔØ D ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË [a, b] × [c, d], ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ D ⊂ [a, b]×[c, d]. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÔÏÞËÁÍÉ x_i = a+ih_x , i = 0, 1, . . . , n, h_x = (b−a)/n, y_j = a+jh_y , j = 0, 1, . . . , m, h_y = (d − c)/m. ´_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ Q_{k,1} , Q_{k,2} , Q_{k,3} , ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

Q_{k,1} = (x_i, y_j) ∈ D, Q_{k,2} = (x_{i+1}, y_j) ∈ D, Q_{k,3} = (x_{i+1}, y_{j+1}) ∈ D;

Q_{k,1} = (x_i, y_j) ∈ D, Q_{k,2} = (x_i, y_{j+1}) ∈ D, Q_{k,3} = (x_{i+1}, y_{j+1}) ∈ D;

Q_{k,1} = (x_i, y_j) ∈ D, Q_{k,2} = (x_{i+1}, y_j) ∈ D, Q_{k,3} = (x_i, y_{j+1}) ∈ D;

Q_{k,1} = (x_{i+1}, y_j) ∈ D, Q_{k,2} = (x_{i+1}, y_{j+1}) ∈ D, Q_{k,3} = (x_i, y_{j+1}) ∈ D. (1)

õÓÌÏŒÉÅ ´_k ⊂ D ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ. ðÏ- ÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ ÏÂÌÁÓÔØ (Ô.Å. D =^⋃_k ´_k ),

ÅÓÌÉ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ (x_i, y_j), ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÌÉÂÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ Ó ÎÉÍÉ ÕÇÏÌ π/4.

2) œÙÐÏÌÎÑÅÍ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ Œ ÐÕÎËÔÅ 1) ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ. äÌÑ ÐÏŒÙÛÅÎÉÑ ÔÏÞ- ÎÏÓÔÉ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ˝_k ⊄ D Ó ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ Q_{k,1} = (x_i, y_j), Q_{k,2} = (x_{i+1}, y_j), Q_{k,3} = (x_{i+1}, y_{j+1}), Q_{k,4} = (x_i, y_{j+1}), ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË Q_{k,l} ∈ D . óÄŒÉÇÁÎÉÅÍ ÔÏÞÅË Q_{k,l} → Q^′_{k,l} , l = 1, 2, 3, 4 ÎÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ŒÏÚÍÏÖÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ ∂D ÏÂÌÁÓÔÉ D ÄÏÂÉŒÁÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÎÏŒÙÅ ÔÏÞËÉ Q^′_{k,l} /∈ D , ÌÉÂÏ ÄÌÑ

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÒÏÊËÉ Q^′_{k,l} (ÉÌÉ ÄŒÕÈ ÔÒÏÅË) ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (1). ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Q^′_{k,l} ∈ D ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ Ë ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ. ðÏÌÕ- ÞÅÎÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ ÏÂÌÁÓÔØ (Ô.Å. D =^⋃_k ´_k ),

ÅÓÌÉ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ (x_i, y_j).

3) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (ÇÌÁÄËÏÅ É ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏÂÌÁÓÔØ G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË), Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ D . ôÏÇÄÁ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ËÁË ÏÂÒÁÚÙ ŒÅÒÛÉÎ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ.

4) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ D ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÐÒÑÍÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÏÄ- ÏÂÌÁÓÔÉ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ. åÓÌÉ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÌÉÎÉÑÈ ÒÁÚÒÅÚÏŒ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÊ ÄÁÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ- ÃÉÀ ŒÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D .

§ 2.3. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f = f(x, y), ÚÁÄÁÎÎÏÊ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÅ ´.

§ 2.3.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ

ðÕÓÔØ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ l ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, É ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (ŒËÌÀÞÁÑ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÙÅ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´. þÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÒÁŒÎÏ n =^∑_{k=1} l + 1k = (l + 1)(l + 2)/2. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ ÞÅÒÅÚ Q_1(x_1, y_1), . . .,

Q_n(x_n, y_n).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P f ÓÔÅÐÅÎÉ l P f(x, y) =^∑_{i+j≤l} a_{ij}x^iy^j, (2) ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÇÏ Œ ÔÏÞËÁÈ Q_k(x_k, y_k) ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ P f(x_k, y_k) = f(x_k, y_k), k = 1, 2, . . . , n. (3) õÓÌÏŒÉÑ (3) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_{ij} ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÏ n, ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑ (3) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, Ô.Å. ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_{ij} .

éÓËÏÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P f ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÏ É Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÏÂ- ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏ É ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÅÔÓÑ ÒÅÄËÏ. îÉÖÅ ÍÙ ŒÙÐÉÛÅÍ ŒÉÄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P f Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

´ { ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÅŒ l = 1, 2, 3.

§ 2.3.2. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ

òÅÛÉÍ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÚÁÄÁÞÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ´ { ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ. ðÕÓÔØ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ (a, c), (b, c), (a, d) (Ô.Å. ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ [a, b] × [c, d] ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ). ðÕÓÔØ

a = x_1 < x_2 < . . . < x_{n−1} < x_n = b, c = y_1 < y_2 < . . . < y_{m−1} < y_m = d,

É ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ (x_i, y_j) ∈ ´. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P f ŒÉÄÁ (2), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

P f(x_i, y_j) = f(x_i, y_j), (x_i, y_j) ∈ ´. (4)

üÔÁ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ, ÞÅÍ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ x_i , y_j É m = n.

äÌÑ ÃÅÌÅÊ ŒÙŒÏÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ (x_i, y_j) /∈ ´ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ f ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÁÐÐÒÏËÓÉ- ÍÁÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ [a, b] × [c, d]. îÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ, Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (1.8), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ P f(x, y) =^∑_{i,j : (xi,yj )∈´} f(x_1; . . . ; x_i, y_1; . . . ; y_j)^{i−1∏}_{k=1}^{j−1∏}_{l=1}(x − x_k)(y − y_l) +^∑ i,j : (x_i,y_j )/∈´ f(x_1; . . . ; x_i, y_1; . . . ; y_j)^{i−1∏}_{k=1}^{j−1∏}_{l=1}(x − x_k)(y − y_l) (5)

(ÚÄÅÓØ ´ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ P f(x_i, y_j) = f(x_i, y_j) ÄÌÑ ŒÓÅÈ (x_i, y_j) ∈ [a, b]×[c, d]. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ i−1∏ k=1 j−1∏ l=1 (x − x_k)(y − y_l) = 0

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË (x, y) = (x_p, y_q), p = 1, 2, . . . , i − 1, q = 1, 2, . . . , j − 1.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ Œ (5) ÒÁŒÎÁ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ (x, y) = (x_i, y_j) ∈ ´ (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ (x_i, y_j) /∈ ´, (x_p, y_q) ∈ ´ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÉÂÏ x_i > x_p , ÌÉÂÏ

y_j > y_q ). ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ

P f(x, y) =^∑_{i,j : (xi,yj )∈´} f(x_1; . . . ; x_i, y_1; . . . ; y_j)^{i−1∏}_{k=1}^{j−1∏}_{l=1}(x − x_k)(y − y_l) (6)

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

§2. éîôåòðïìñãéñ ëïîåþîùíé üìåíåîôáíé 115

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (4), Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏ- ÌÑÃÉÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ x_i > x_k ÐÒÉ i > k É y_j > y_l ÐÒÉ j > l , ÔÏ ŒÓÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ f(x_1; . . . ; x_i, y_1; . . . ; y_j) Œ (6) ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ (x_i, y_j) ∈ ´.

ðÒÉ m = n ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (6) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

P f(x, y) =^∑_{i+j≤n+1} f(x_1; . . . ; x_i, y_1; . . . ; y_j)^{i−1∏}_{k=1}^{j−1∏}_{l=1}(x − x_k)(y − y_l)

§ 2.3.3. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÚÁÄÁÞÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ l = 1 Œ (2), Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ ÞÅÒÅÚ (x_1, y_1), (x_2, y_2), (x_3, y_3). îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÉÄÁ P f(x, y) = αx + βy + γ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

P f(x_k, y_k) = f(x_k, y_k), k = 1, 2, 3. (7)

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α, β , γ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ (x_k, y_k, f(x_k, y_k)), k = 1, 2, 3. ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ŒŒÅÓÔÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑ- ÃÉÉ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ P f ËÁË ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ L_{(u1,v1),(u2,v2)}(x, y) = | | | x − u_1 y − v_1 u_2 − u_1 v_2 − v_1 | | | = (x − u_1)(v_2 − v_1) − (y − v_1)(u_2 − u_1) (8)

{ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (u_1, v_1) É (u_2, v_2). œŒÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ ψ_1(x, y) = L_{(x2,y2),(x3,y3)}(x, y), ψ_2(x, y) = L_{(x1,y1),(x3,y3)}(x, y), ψ_3(x, y) = L_{(x1,y1),(x2,y2)}(x, y), Ô.Å.

ψ_1(x, y) = | | | | x − x_2 y − y_2 x_3 − x_2 y_3 − y_2 | | | | = (x − x_2)(y_3 − y_2) − (y − y_2)(x_3 − x_2),

ψ_2(x, y) = | | | x − x_1 y − y_1 x_3 − x_1 y_3 − y_1 | | | = (x − x_1)(y_3 − y_1) − (y − y_1)(x_3 − x_1),

ψ_3(x, y) = | | | x − x_1 y − y_1 x_2 − x_1 y_2 − y_1 | | | = (x − x_1)(y_2 − y_1) − (y − y_1)(x_2 − x_1),

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

Á ÔÁËÖÅ φ_i(x, y) = ψ_i(x, y) ψ_i(x_i, y_i)

, i = 1, 2, 3. (9)

éÍÅÅÍ: φ_i(x_j, y_j) = δ_{ij}, i, j = 1, 2, 3. æÕÎËÃÉÉ φ_i(x, y), i = 1, 2, 3 ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ, Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P f ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ P f(x, y) =^{3∑}_{i=1} α_iφ_i(x, y), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (7). ôÁË ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ (I.1.3) ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ, ÔÏ α_i = f(x_i, y_i), i = 1, 2, 3 É ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P f(x, y) =^{3∑}_{i=1} f(x_i, y_i)φ_i(x, y). úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [(x_1, y_1), (x_2, y_2)]) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÁ- ÝÉÈ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ (Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ { (x_1, y_1) É (x_2, y_2)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ´_1 É ´_2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ P_kf , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ´_k , ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÀ P f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ^{N⋃}_{k=1} ´_k , ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ: P f(x, y) = P_kf(x, y) ÐÒÉ (x, y) ∈ ´_k .

ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ðÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÑ P f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕ- ÌÑÃÉÉ D^′ =^{N⋃}_{k=1} ´_k , ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_1(D^′) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ Œ D^′ ÆÕÎËÃÉÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_i ⊂ D^′ = N⋃ k=1 ´_k .

œŒÅÄÅÍ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1(D^′):

φ^{(1)}_i ∈ V_1(D^′), φ^{(1)}_i (x_j, y_j) = δ_{ij}, i, j = 1, 2, . . . , M_1, (10)

ÇÄÅ {(x_j, y_j)}_{j=1,2,...,M1} { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ´_k ⊂ D^′ . æÕÎËÃÉÉ

φ^{(1)}_i ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ëÕÒÁÎÔÁ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÆÕÎËÃÉÀ φ^{(1)}_i ÍÏÖÎÏ

ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ´_{kl} , l = 1, 2, . . . , n_i { ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÉÍÅ- ÀÝÉÅ ÔÏÞËÕ (x_i, y_i) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ φ_{kl} (x, y) ÌÉÎÅÊÎÕÀ

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_{kl} , ÒÁŒÎÕÀ 1 Œ ÔÏÞËÅ (x_i, y_i) É 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ´_{kl} . ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÒÁÎÅÅ, ÓÍ. (9). ôÏÇÄÁ

φ^{(1)}_i (x, y) = φ_{kl} (x, y), ÅÓÌÉ (x, y) ∈ ´_{kl} 0, ÅÓÌÉ (x, y) /∈^{ni⋃}_{l=1} ´_{kl} œÓÑËÁÑ g ∈ V_1(D^′) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ {φ^{(1)}_i (x, y)}_{i=1,2,...,M1} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

g(x, y) =^{M1∑}_{i=1} g(x_i, y_i)φ^{(1)}_i (x, y).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ (10) ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ^g(x, y) =^{M1∑}_{i=1} g(x_i, y_i)φ^{(1)}_i (x, y): ^g(x_j, y_j) = g(x_j, y_j), j = 1, 2, . . . , M_1 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ^g(x, y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÅ ´_k ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. œ ÓÉÌÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÅÎ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, g = ^g Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_k , É, ÚÎÁÞÉÔ, Œ D^′ =^{N⋃}_{k=1} ´_k .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f ∈ V_1(D^′), ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f Œ ÔÏÞËÁÈ {(x_j, y_j)}_{j=1,2,...,M1} :

P f(x_j, y_j) = f(x_j, y_j), j = 1, 2, . . . , M_1. (11)

æÕÎËÃÉÀ P f ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

P f(x, y) =^{M1∑}_{i=1} α_iφ^{(1)}_i (x, y),

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (11). œ ÓÉÌÕ (10) ÍÁÔÒÉÃÁ (I.1.3) ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ α_i = f(x_i, y_i), i = 1, 2, . . . , M_1 É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P f(x, y) =^{M1∑}_{i=1} f(x_i, y_i)φ^{(1)}_i (x, y).

§ 2.3.4. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÚÁÄÁÞÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ l = 2 Œ (2), Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ ÞÅÒÅÚ (x_1, y_1), (x_2, y_2), (x_3, y_3), ÓÅÒÅÄÉ- ÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ { ÞÅÒÅÚ

(x_4, y_4) ≡ (x_{1,2}, y_{1,2}), (x_5, y_5) ≡ (x_{2,3}, y_{2,3}), (x_6, y_6) ≡ (x_{1,3}, y_{1,3}), ÇÄÅ x_{k,l} = (x_k +x_l)/2, y_{k,l} = (y_k +y_l)/2. îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÉÄÁ (2) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍ P f(x_k, y_k) = f(x_k, y_k), k = 1, 2, . . . , 6. (12) ðÏÓÔÒÏÉÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ.

œŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ψ_1(x, y) = L_{(x2,y2),(x3,y3)}(x, y), ψ_2(x, y) = L_{(x1,y1),(x3,y3)}(x, y), ψ_3(x, y) = L_{(x1,y1),(x2,y2)}(x, y), ψ_4(x, y) = L_{(x1,2,y1,2),(x1,3,y1,3)}(x, y), ψ_5(x, y) = L_{(x1,2,y1,2),(x2,3,y2,3)}(x, y), ψ_6(x, y) = L_{(x1,3,y1,3),(x2,3,y2,3)}(x, y), (ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ L ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ (8)), Á ÔÁËÖÅ η_i(x, y) = ψ_i(x, y) ψ_i(x_i, y_i) , i = 1, 2, . . . , 6. ðÏÌÏÖÉÍ

φ_1(x, y) = η_1(x, y)η_4(x, y), φ_2(x, y) = η_2(x, y)η_5(x, y), φ_3(x, y) = η_3(x, y)η_6(x, y), φ_4(x, y) = η_1(x, y)η_2(x, y), φ_5(x, y) = η_2(x, y)η_3(x, y), φ_6(x, y) = η_1(x, y)η_3(x, y).

(13)

éÍÅÅÍ: φ_i(x_j, y_j) = δ_{ij}, i, j = 1, 2, . . . , 6. æÕÎËÃÉÉ φ_i(x, y), i = 1, 2, . . . , 6 ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ, Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P f ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ P f(x, y) =^{6∑}_{i=1} α_iφ_i(x, y), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (12). ôÁË ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ (I.1.3) ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ, ÔÏ α_i = f(x_i, y_i), i = 1, 2, . . . , 6 É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P f(x, y) =^{6∑}_{i=1} f(x_i, y_i)φ_i(x, y).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [(x_1, y_1), (x_2, y_2)]) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÁ- ÝÉÈ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ (Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ { (x_1, y_1), (x_2, y_2) É (x_{1,2}, y_{1,2})). óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ´_1 É ´_2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ P_kf , ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ´_k , ËÕÓÏÞÎÏ-ËŒÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÀ P f ,

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ^{N⋃}_{k=1} ´_k , ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ: P f(x, y) = P_kf(x, y) ÐÒÉ

(x, y) ∈ ´_k .

ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ðÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÑ P f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕ-

ÌÑÃÉÉ D^′ =^{N⋃}_{k=1} ´_k , ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_2(D^′) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ Œ D^′ ÆÕÎËÃÉÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_i ⊂ D^′ = N⋃ k=1 ´_k .

œŒÅÄÅÍ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_2(D^′):

φ^{(2)}_i ∈ V_2(D^′), φ^{(2)}_i (x_j, y_j) = δ_{ij}, i, j = 1, 2, . . . , M_2, (14)

ÇÄÅ {(x_j, y_j)}_{j=1,2,...,M2} { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ É ÓÒÅÄÎÉÈ ÔÏÞÅË ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÏŒ ´_k ⊂ D^′ .

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÆÕÎËÃÉÀ φ^{(2)}_i ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ´_{kl} , l = 1, 2, . . . , n_i { ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (x_i, y_i) ∈ ´_{kl} . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ φ_{kl} (x, y) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_{kl} , ÒÁŒÎÕÀ 1 Œ ÔÏÞËÅ (x_i, y_i) É 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ É ÓÅÒÅÄÉÎÁÈ ÓÔÏÒÏÎ ´_{kl} . ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÒÁÎÅÅ, ÓÍ. (13). ôÏÇÄÁ

φ^{(2)}_i (x, y) = φ_{kl} (x, y), ÅÓÌÉ (x, y) ∈ ´_{kl} 0, ÅÓÌÉ (x, y) /∈^{ni⋃}_{l=1} ´_{kl} œÓÑËÁÑ g ∈ V_2(D^′) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ {φ^{(2)}_i (x, y)}_{i=1,2,...,M2} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

g(x, y) =^{M2∑}_{i=1} g(x_i, y_i)φ^{(2)}_i (x, y).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ (14) ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ^g(x, y) =^{M2∑}_{i=1} g(x_i, y_i)φ^{(2)}_i (x, y): ^g(x_j, y_j) =

g(x_j, y_j), j = 1, 2, . . . , M_2 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ^g(x, y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÅ ´_k ËŒÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. œ ÓÉÌÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÅÎ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, g = ^g Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_k , É, ÚÎÁÞÉÔ, Œ D^′ =^{N⋃}_{k=1} ´_k .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f ∈ V_2(D^′), ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f Œ ÔÏÞËÁÈ {(x_j, y_j)}_{j=1,2,...,M2} : P f(x_j, y_j) = f(x_j, y_j), j = 1, 2, . . . , M_2. (15) æÕÎËÃÉÀ P f ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

P f(x, y) =^{M2∑}_{i=1} α_iφ^{(2)}_i (x, y),

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (15). œ ÓÉÌÕ (14) ÍÁÔÒÉÃÁ (I.1.3) ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ α_i = f(x_i, y_i), i = 1, 2, . . . , M_2 É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P f(x, y) =^{M2∑}_{i=1} f(x_i, y_i)φ^{(2)}_i (x, y).

§ 2.3.5. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÚÁÄÁÞÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ l = 3 Œ (2), Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ ÞÅÒÅÚ (x_1, y_1), (x_2, y_2), (x_3, y_3), ÔÏÞËÉ, ÄÅÌÑÝÉÅ ÅÇÏ ÓÔÒÏÎÙ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, { ÞÅÒÅÚ

(x_4, y_4) ≡ (x_{1,2,1}, y_{1,2,1}), (x_5, y_5) ≡ (x_{1,2,2}, y_{1,2,2}), (x_6, y_6) ≡ (x_{2,3,1}, y_{2,3,1}), (x_7, y_7) ≡ (x_{2,3,2}, y_{2,3,2}), (x_8, y_8) ≡ (x_{1,3,1}, y_{1,3,1}), (x_9, y_9) ≡ (x_{1,3,2}, y_{1,3,2}), ÇÄÅ x_{k,l,s} = ((3 − s)x_k + sx_l)/3, y_{k,l,s} = ((3 − s)y_k + sy_l)/3, ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ { ÞÅÒÅÚ (x_{10}, y_{10}) ≡ (x_{1,2,3}, y_{1,2,3}), ÇÄÅ x_{1,2,3} = (x_1 + x_2 + x_3)/3, y_{1,2,3} = (y_1 + y_2 + y_3)/3. îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÉÄÁ (2) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍ P f(x_k, y_k) = f(x_k, y_k), k = 1, 2, . . . , 10. (16) ðÏÓÔÒÏÉÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ œŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ψ_1(x, y) = L_{(x2,y2),(x3,y3)}(x, y), ψ_2(x, y) = L_{(x1,y1),(x3,y3)}(x, y), ψ_3(x, y) = L_{(x1,y1),(x2,y2)}(x, y), ψ_4(x, y) = L_{(x1,2,1,y1,2,1),(x1,3,1,y1,3,1)}(x, y), ψ_5(x, y) = L_{(x1,2,2,y1,2,2),(x1,3,2,y1,3,2)}(x, y), ψ_6(x, y) = L_{(x1,2,2,y1,2,2),(x2,3,1,y2,3,1)}(x, y), ψ_7(x, y) = L_{(x1,2,1,y1,2,1),(x2,3,2,y2,3,2)}(x, y), ψ_8(x, y) = L_{(x1,3,2,y1,3,2),(x2,3,2,y2,3,2)}(x, y), ψ_9(x, y) = L_{(x1,3,1,y1,3,1),(x2,3,1,y2,3,1)}(x, y), (ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ L ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ (8)), Á ÔÁËÖÅ η_i(x, y) = ψ_i(x, y) ψ_i(x_i, y_i) , i = 1, 2, . . . , 10. ðÏÌÏÖÉÍ

φ_1(x, y) = η_1(x, y)η_4(x, y)η_5(x, y), φ_2(x, y) = η_2(x, y)η_6(x, y)η_7(x, y), φ_3(x, y) = η_3(x, y)η_8(x, y)η_9(x, y), φ_4(x, y) = η_1(x, y)η_2(x, y)η_5(x, y), φ_5(x, y) = η_1(x, y)η_2(x, y)η_7(x, y), φ_6(x, y) = η_2(x, y)η_3(x, y)η_7(x, y), φ_7(x, y) = η_2(x, y)η_3(x, y)η_9(x, y), φ_8(x, y) = η_1(x, y)η_3(x, y)η_5(x, y), φ_9(x, y) = η_1(x, y)η_3(x, y)η_9(x, y), φ_{10}(x, y) = η_1(x, y)η_2(x, y)η_3(x, y).

(17)

éÍÅÅÍ: φ_i(x_j, y_j) = δ_{ij}, i, j = 1, 2, . . . , 10. æÕÎËÃÉÉ φ_i(x, y), i = 1, 2, . . . , 10 ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ, Ô.Å. ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P f ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ P f(x, y) =^{10∑}_{i=1} α_iφ_i(x, y), ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (16). ôÁË ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ (I.1.3) ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ, ÔÏ α_i = f(x_i, y_i), i = 1, 2, . . . , 10 É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P f(x, y) =^{10∑}_{i=1} f(x_i, y_i)φ_i(x, y). úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [(x_1, y_1), (x_2, y_2)]) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ, ÌÅ- ÖÁÝÉÈ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ (Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ { (x_1, y_1), (x_2, y_2), (x_{1,2,1}, y_{1,2,1}) É (x_{1,2,2}, y_{1,2,2})). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ´_1 É ´_2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏ- ÒÏÎÕ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ P_kf , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ´_k , ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÁÐÐÒÏË- ÓÉÍÁÃÉÀ P f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ^{N⋃}_{k=1} ´_k , ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ: P f(x, y) =

P_kf(x, y) ÐÒÉ (x, y) ∈ ´_k .

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ðÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÑ P f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕ- ÌÑÃÉÉ D^′ =^{N⋃}_{k=1} ´_k , ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_3(D^′) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ Œ D^′ ÆÕÎËÃÉÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_i ⊂ D^′ = N⋃ k=1 ´_k .

œŒÅÄÅÍ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_3(D^′):

φ^{(3)}_i ∈ V_3(D^′), φ^{(3)}_i (x_j, y_j) = δ_{ij}, i, j = 1, 2, . . . , M_3, (18)

ÇÄÅ {(x_j, y_j)}_{j=1,2,...,M3} { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÏÞÅË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ´_k ⊂ D^′ (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÔÏÞÅË (x_l, y_l) ∈ ´ = ´_k , l = 1, 2, . . . , 10, k = 1, 2, . . . , N ).

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÆÕÎËÃÉÀ φ^{(3)}_i ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ´_{kl} , l = 1, 2, . . . , n_i { ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (x_i, y_i) ∈ ´_{kl} . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ φ_{kl} (x, y) ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_{kl} , ÒÁŒÎÕÀ 1 Œ ÔÏÞËÅ (x_i, y_i) É 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÏÞËÁÈ (x_j, y_j) ∈ ´_{kl} . ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÒÁÎÅÅ, ÓÍ. (17). ôÏÇÄÁ

φ^{(3)}_i (x, y) = φ_{kl} (x, y), ÅÓÌÉ (x, y) ∈ ´_{kl} 0, ÅÓÌÉ (x, y) /∈^{ni⋃}_{l=1} ´_{kl} œÓÑËÁÑ g ∈ V_3(D^′) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ {φ^{(3)}_i (x, y)}_{i=1,2,...,M3} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

g(x, y) =^{M3∑}_{i=1} g(x_i, y_i)φ^{(3)}_i (x, y).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ (18) ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ^g(x, y) =^{M3∑}_{i=1} g(x_i, y_i)φ^{(3)}_i (x, y): ^g(x_j, y_j) = g(x_j, y_j), j = 1, 2, . . . , M_3 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ^g(x, y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÅ ´_k ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. œ ÓÉÌÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÅÎ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, g = ^g Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ´_k , É, ÚÎÁÞÉÔ, Œ D^′ =^{N⋃}_{k=1} ´_k .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P f ∈ V_3(D^′), ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f Œ ÔÏÞËÁÈ {(x_j, y_j)}_{j=1,2,...,M3} : P f(x_j, y_j) = f(x_j, y_j), j = 1, 2, . . . , M_3. (19) æÕÎËÃÉÀ P f ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

P f(x, y) =^{M3∑}_{i=1} α_iφ^{(3)}_i (x, y),

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ α_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (19). œ ÓÉÌÕ (18) ÍÁÔÒÉÃÁ (I.1.3) ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ α_i = f(x_i, y_i), i = 1, 2, . . . , M_3 É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P f(x, y) =^{M3∑}_{i=1} f(x_i, y_i)φ^{(3)}_i (x, y).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ íÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ðòïçòáííá ëõòóá

1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ (úìé). ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏ- ÓÔÉ úìé. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ úìé.

2. ïÂÕÓÌÏŒÌÅÎÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ. ïÃÅÎËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÁ ÞÅÒÅÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ.

3. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ. åÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ïÃÅÎËÁ ÞÉ- ÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÇÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎ- ÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ Œ ÔÏÞËÅ.

4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ. óÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÓŒÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ.

5. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÏ k ÔÏÞËÁÍ, ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ k-1 ÔÏÞËÅ. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ.

6. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ. ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÐÒÏÍÅÖÕ- ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ Œ ÔÏÞËÅ. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

7. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ "ÄŒÉÖÕÝÉÍÉÓÑ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ (ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÄŒÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ). ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

8. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

9. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ

10. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÅ- ÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÓŒÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

11. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÎ- ÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏÎÁ.

12. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

13. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ. ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÐÒÏÍÅÖÕ- ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ Œ ÔÏÞËÅ. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

14. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ îØÀÔÏ- ÎÁ Œ ÔÏÞËÅ. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

15. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ. òÅËËÕÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÎÕÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ, ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑ- ÀÝÅÍÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ.

16. íÉÎÉÍÉÚÁÃÉÑ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÚÁ ÓÞÅÔ ŒÙÂÏÒÁ ÕÚÌÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏ- ÌÑÃÉÉ. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÐÏ ÎÕÌÑÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ. îÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÏÃÅÎËÉ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÃÅÎÏË ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. ïÃÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ É ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÏ ÎÕÌÑÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ ÞÅÒÅÚ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). ôÅÏÒÅÍÁ äÖÅËÓÏÎÁ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

17. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ.

18. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙ- ÛÅŒÁ. ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÏŒ. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ. ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅ- ÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

19. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÎÏÇÏ ÐÏ ÎÕÌÑÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ, Ó ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ þÅÂÙÛÅŒÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÄÉÓ- ËÒÅÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ

20. ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÁ ËÕÓÏÞÎÏ{ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ. ëÕÓÏÞÎÏ{ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÐÏÇÒÅÛ- ÎÏÓÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÏ- ÍÁÎÙÈ ÌÉÎÉÊ.

21. ëÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. ðÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ, ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ.

22. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÞÅÒÅÚ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ ÌÉÎÉÊ.

23. áÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ, ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ.

24. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÎÅÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÓÐÅ- ÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÅÔËÁÈ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓŒÁ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÉ "ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÍÏÄÕÌÑ x" ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1, 1].

25. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. áÌÇÏ- ÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÉÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ.

26. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ üÒÍÉÔÁ. œÙÂÏÒ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏ- ÓÔÉ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

27. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÓÓÅÌÑ. œÙÂÏÒ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏ- ÓÔÉ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

28. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÔÏÄÏÍ áËÉÍÙ. œÙ- ÂÏÒ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

29. ëÕÓÏÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÒÁÚ- ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. œÙÂÏÒ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁ- ÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

30. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÐÌÁÊÎÁ. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ. œÙÂÏÒ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ).

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ

31. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÇÒÁÎÉÞ- ÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÅÒŒÏÊ ÌÉÂÏ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ. ïÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ.

32. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÇÒÁÎÉÞ- ÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ "ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÕÚÌÁ" Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ. ïÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ.

33. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÇÒÁÎÉÞ- ÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÚÌÁ ÒÑÄÏÍ Ó ÇÒÁÎÉÞ- ÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ ÌÉÂÏ ÜËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÉ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ- ÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ.

34. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ËÕÓÏÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. áÌ- ÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÀÝÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ.

35. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÐÌÁÊÎÁ. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ. œÙÂÏÒ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ).

36. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ.

37. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

38. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ "ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÕÚÌÁ" Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ.

39. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÌÁÊÎÁÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÚÌÁ ÒÑÄÏÍ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙ- ÍÉ ÕÚÌÁÍÉ ÌÉÂÏ ÜËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÉ Œ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÁÈ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ

40. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÏŒ. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉ- ÑÍÉ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑÍÉ.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ

ìéôåòáôõòá

1. î.ó. âÁÈŒÁÌÏŒ, î.ð. öÉÄËÏŒ, ç.í. ëÏÂÅÌØËÏŒ. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ. í., "îÁ- ÕËÁ", 1987.

2. ë. äÅ âÕÒ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÏ ÐÏ ÓÐÌÁÊÎÁÍ. í., "òÁÄÉÏ É ÓŒÑÚØ", 1985.

3. à.ó. úÁŒØÑÌÏŒ, â.é. ëŒÁÓÏŒ, œ.ì. íÉÒÏÛÎÉÞÅÎËÏ. íÅÔÏÄÙ ÓÐÌÁÊÎ{ÆÕÎËÃÉÊ.

í., "îÁÕËÁ", 1980.

4. ó.â. óÔÅÞËÉÎ, à.î. óÕÂÂÏÔÉÎ. óÐÌÁÊÎÙ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. í., "îÁÕËÁ", 1976.

ë.à.âÏÇÁÞÅŒ óÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ